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Einleitung
Auf einer kompakten Riemannshen Flähe induziert jede endlih-dimensiona-
le komplexe Darstellung der Fundamentalgruppe ein ahes Vektorbündel und
somit ein holomorphes Vektorbündel. Nah einem klassishen Resultat von An-
dré Weil wird genauer ein holomorphes Vektorbündel auf einer Riemannshen
Flähe genau dann durh eine Darstellung der Fundamentalgruppe gegeben,
wenn jede seiner unzerlegbaren Komponenten vom Grad Null ist (siehe [W℄).
Später konnten Mudumbai S. Narasimham und Conjeeveram S. Seshadri
in einem bekannten Theorem zeigen, dass es auf einer Riemannshen Flähe
vom Geshleht g ≥ 2 eine Äquivalenz von Kategorien zwishen der Katego-
rie der unitären Darstellungen der Fundamentalgruppe und der Kategorie der
polystabilen Vektorbündel vom Grad Null gibt (siehe [NS, Corollary 12.1℄).
Auÿerdem kommt jedes stabile Vektorbündel vom Grad Null von einer irredu-
ziblen unitären Darstellung ([NS, Corollary 12.2℄).
Diese Resultate wurden von Annamalai Ramanathan in [R℄ auf den Fall von
G-Prinzipalbündeln auf einer Riemannshen Flähe X ausgedehnt, wobei G
eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe über C ist. Er zeigt in
[R℄, wie man ausgehend von gewissen Darstellungen von π1(X − x0), wobei x0
ein Punkt von X ist, G-Prinzipalbündel auf X erhält. Zur genaueren Beshrei-
bung dehnt Ramanathan dabei die bekannte Denition der (Semi)stabilität
von Vektorbündeln nah David Mumford (siehe [Mf1℄) auf den Fall von G-
Prinzipalbündeln aus, indem er deniert, dass ein holomorphes G-Prinzipal-
bündel E auf X (semi)stabil heiÿe, wenn für jede maximale parabolishe Un-
tergruppe P von G und jeden Shnitt σ : X → E/P gilt, dass deg(σ∗TE/P ) > 0
(bzw. ≥ 0) ist, wobei TE/P das relative Tangentialbündel entlang der Fasern
von E/P → X ist.
Mittels dieses Stabilitätsbegris beweist er, dass ein G-Prinzipalbündel ge-
nau dann stabil ist, wenn es von einer irreduziblen unitären Darstellung von
π1(X −x0) herkommt. Eine Darstellung ρ heiÿt dabei unitär, wenn ihr Bild in
einer xierten maximalen kompakten Untergruppe von G enthalten ist, und sie
heiÿt zusätzlih irreduzibel, wenn die Teilmenge {Y ; adh(Y ) = Y ∀h ∈ Im ρ}
der Lie-Algebra von G mit deren Zentrum übereinstimmt.
In ihrer Arbeit [DW1℄ entwikelten Christopher Deninger und Annette Wer-
ner ein teilweises p-adishes Analogon zu den Ergebnissen von Narasimham
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und Seshadri. Dazu betrahten sie Vektorbündel E auf XCp, wobei X eine
glatte und projektive Kurve über Qp ist, die potentiell streng semistabile Re-
duktion vom Grad Null besitzen, d. h. solhe, für die es einen endlihen und
étalen Morphismus α : X ′ → X glatter und projektiver Kurven über Qp gibt,
so dass α∗CpE zu einem Vektorbündel E auf X
′
o = X
′ ⊗ o für ein geeignetes
Modell X′ von X ′ über Zp ausgedehnt werden kann (o sei dabei der Ring der
ganzen Zahlen von Cp), so dass das Pullbak der speziellen Faser Ek von E zu
der Normalisierung jeder irreduziblen Komponente von X′k streng semistabil
vom Grad Null ist. Zu jedem solhen Vektorbündel E auf XCp konstruieren sie
funktorielle Isomorphismen von Paralleltransport entlang étaler Wege zwi-
shen den Fasern von E auf XCp, deren Konstruktion mit Tensorprodukten,
der Bildung dualer Objekte, inneren Homomorphismen, Pullbaks und äuÿe-
ren Produkten von Vektorbündeln sowie mit Galoiskonjugation verträglih ist.
Insbesondere erhält man eine Darstellung ρE,x von π1(X, x) auf x
∗E =: Ex
für jeden Punkt x in X(Cp). In einer weiteren nahfolgenden Arbeit ([DW2℄)
konnten Deninger und Werner zeigen, dass die Ausgangskategorie der Vektor-
bündel E auf XCp mit potentiell streng semistabiler Reduktion vom Grad Null
eine neutrale Tannaka-Kategorie ist. Ebenso wies Gabriel Herz nah, dass die
Konstruktion von Deninger und Werner auf Mumfordkurven kompatibel mit
einer älteren Konstruktion von Gerd Faltings ist (siehe [He℄ und [F1℄). Auÿer-
dem vereinfahte Jilong Tong mit Hilfe der Theorie der TAC-Kurven in [T℄
den Beweis der Resultate von Deninger und Werner. Für einen Überblik über
diesen Themenkomplex sei auh auf den Überbliksartikel [We℄ hingewiesen.
Es sei ferner in diesem Zusammenhang angemerkt, dass sih die Resultate
von Narasimham und Seshadri bzw. Deninger und Werner in eine allgemeinere
Theorie einbetten lassen: In [S℄ bewies Carlos Simpson eine Äquivalenz von Ka-
tegorien zwishen sogenannten stabilen Higgs-Bündeln auf einer Kählerman-
nigfaltigkeit X über C und irreduziblen lokalen Systemen auf X . Ein Higgs-
Bündel ist dabei ein Paar (E, θ) bestehend aus einem holomorphen Vektorbün-
del E auf X zusammen mit einer holomorphen Abbildung θ : E → E ⊗ Ω1X ,
die θ∧ θ = 0 erfüllt, während lokale Systeme auf X zu Darstellungen der Fun-
damentalgruppe von X korrespondieren. Für den Spezialfall θ = 0 erhält man
aus den Resultaten von Simpson die Theorie von Narasimham und Seshadri.
In [F2℄ konstruierte wiederum Gerd Faltings ein p-adishes Analogon zu die-
ser Simpson-Korrespondenz, indem er mit Hilfe seiner Theorie der almost étale
extensions eine Äquivalenz von Kategorien zwishen der Kategorie der Higgs-
Bündel auf einer p-adishen Kurve X und der Kategorie gewisser verallgemei-
nerter Darstellungen der étalen Fundamentalgruppe von X zeigen konnte.
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In dieser Arbeit wird nun die Konstruktion von Deninger und Werner im
Fall von Vektorbündeln auf XCp auf den Fall von G-Torseuren auf XCp aus-
geweitet, wobei G ein zusammenhängendes reduktives Gruppenshema von
endliher Präsentation über o ist. Es werden dabei G-Torseure E betrahtet,
die potentiell streng semistabile Reduktion vom Grad Null haben. Wir verwen-
den dabei die oben genannte Denition der Semistabilität von Torseuren nah
Ramanathan, die auh über einem beliebigen Körper beliebiger Charakteristik
gültig bleibt, und sagen in Analogie zum Fall der Vektorbündel, dass ein G-
Torseur E auf XCp streng semistabile Reduktion vom Grad Null habe, wenn E
sih zu einem G-Torseur E˜ auf Xo = X⊗ o für ein geeignetes Modell X von X
ausdehnt, so dass das Pullbak der speziellen Faser E˜k von E˜ zu der Norma-
lisierung jeder irreduziblen Komponente von Xk streng semistabil vom Grad
Null ist. Gibt es einen endlihen und étalen Morphismus α : Y → X glatter
und projektiver Kurven über Qp, so dass α∗CpE streng semistabile Reduktion
vom Grad Null hat, so besitzt E potentiell streng semistabile Reduktion vom
Grad Null. Ist E ein derartiger G-Torseur auf XCp, so gibt es funktorielle
Isomorphismen von Paralleltransport entlang étaler Wege der Fasern von
ECp auf XCp. Insbesondere gibt es für jeden solhen G-Torseur E einen ste-
tigen Funktor ρE von Π1(X) nah P(G(Cp)) mit ρE(x) = Ex = x∗E für alle
x ∈ X(Cp). Dabei ist P(G(Cp)) die Kategorie der topologishen Räume mit
einer einfah-transitiven und stetigen G(Cp)-Aktion von rehts, wobei die Mor-
phismen gerade die stetigen G(Cp)-äquivarianten Abbildungen sind. Insgesamt
erhält man so einen Funktor ρ : BpsXCp → RepΠ1(X)(G(Cp)), wobei B
ps
XCp
die Ka-
tegorie der G-Torseure mit potentiell streng semistabiler Reduktion vom Grad
Null und RepΠ1(X)(G(Cp)) die Kategorie der stetigen Funktoren von Π1(X)
nah P(G(Cp)) ist, der sih funktoriell bezüglih Morphismen von Kurven
über Qp, Morphismen von zusammenhängenden reduktiven Gruppenshemata
von endliher Präsentation über o und Qp-Automorphismen von Qp verhält
und verträglih mit den entsprehenden Funktoren im Vektorbündelfall ist.
Der Aufbau der Arbeit ist wie folgt:
Im ersten Kapitel werden einige wihtige Resultate und Denitionen zu Tor-
seuren, zum étalen Fundamentalgruppoid und zu gewissen Kategorien von
Überdekungen, die in [DW1℄ deniert wurden, wiederholt und zusammen-
gestellt.
Aufbauend auf ersten Skizzen von Deninger ([DW3℄) wird dann im zweiten
Kapitel ein étaler Paralleltransport zunähst für G-Torseure deniert, die für
einen gegebenen Divisor D auf X in der Kategorie BXo ,D(G) bzw. der Kate-
gorie BXCp ,D(G) liegen. Für diese Konstruktionen genügt es, an G lediglih zu
fordern, dass es sih um ein anes, glattes Gruppenshema von endliher Prä-
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sentation über o handelt, also niht notwendigerweise auh um ein zusammen-
hängendes reduktives Gruppenshema. In der Denition von Deninger besteht
dabei die Kategorie BXo ,D(G) für ein fest gewähltes Modell von X aus allen
G-Torseuren E auf Xo, so dass für jedes n ≥ 1 eine Überdekung π : Y → X
von X existiert, die zu der in [DW1℄ denierten Kategorie von Überdekungen
SX,D gehört, so dass π
∗E trivial modulo pn ist. Die Kategorie BXCp ,D(G) wie-
derherum besteht aus den G-Torseuren, die isomorph zu der generishen Faser
eines G-Torseurs E˜ aus BXo ,D(G) für ein Modell X von X sind.
Die Konstruktion des Paralleltransport verläuft dann, den Skizzen von De-
ninger folgend, weitgehend analog zu der Konstruktion des Paralleltransports
im Fall der Vektorbündel: Für einen gegebenen G-Torseur E ∈ BXo ,D(G) und
ein festes n ≥ 1 sei π : Y → X eine Überdekung in SX,D, so dass π
∗
nEn ein
trivialer G-Torseur auf Yn ist. Hierbei bezeihne der Index n stets die Reduk-
tion modulo pn. Man betrahte nun zwei Punkte x und x′ in X(Cp) = X(o)
und man wähle einen Punkt y in Y = YCp über x. Für einen étalen Weg γ
von x nah x′, d. h. einen Isomorphismus von Faserfunktoren zwishen den Fa-
serfunktoren Fx und Fx′, sei γy der korrespondierende Punkt über x
′
. Liegt π
in der in [DW1℄ denierten vollen Unterkategorie SgoodX,D von SX,D, so hat man
Isomorphismen
Exn := (x
∗
nE)(on)
y∗n
∼
←− Γ(Yn, π
∗
nEn)
(γy)∗n
∼
−→ ((x′n)
∗E)(on) =: Ex′n .
Die so gegebenen Abbildungen ρE,n(γ) = (γy)
∗
n ◦ (y
∗
n)
−1
bilden ein projektives
System und wir denieren den Paralleltransport ρE(γ) : Ex
∼
−→ Ex′ als ihren
projektiven Limes. Setzt man ρE(x) := Ex für alle x ∈ (X − D)(Cp), so er-
gibt dies einen stetigen Funktor von BXo ,D(G) in die Kategorie der stetigen
Funktoren vom étalen Fundamentalgruppoid Π1(X−D) in die oben denierte
Kategorie P(G(o)). Dieser Funktor wird anshlieÿend zu einem stetigen Funk-
tor von BXCp ,D(G) in die Kategorie der stetigen Funktoren vom étalen Fun-
damentalgruppoid Π1(X − D) in die analog zu P(G(o)) denierte Kategorie
P(G(Cp)) ausgedehnt.
Zum Abshluss des Kapitels wird gezeigt, dass diese Konstruktion sih funk-
toriell unter Morphismen glatter und projektiver Kurven über Qp, Morphismen
aner, glatter Gruppenshemata von endliher Präsentation über o und unter
Galoiskonjugation verhält und kompatibel mit den im Falle der Vektorbündel
konnstruierten Funktoren ist.
Um den Beweis des eingangs erwähnten Theorems zu ermöglihen, wird dann
im dritten Kapitel der Arbeit eine handlihere Charakterisierung der Katego-
rie BXo ,D(G) erarbeitet, indem analoge Resultate zu den Theoremen 17,18 und
20 von [DW1℄ bewiesen werden. Als erstes wird gezeigt, dass es genügt zu
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wissen, dass π∗kEk für ein geeignetes π ∈ SX,D trivial ist, um E ∈ BXo ,D(G)
nahzuweisen. Dies gilt unter der Voraussetzung, dass G ein anes, glattes
Gruppenshema über o ist. Setzt man anshlieÿend stets voraus, dass G sogar
ein zusammenhängendes reduktives Gruppenshema von endliher Präsentati-
on über o ist, so erhält man in Analogie zu [DW1, Theorem 17℄, dass ein G-
Torseur auf Xo genau dann in BXo ,D(G) für einen gewissen Divisor D liegt,
wenn er streng semistabile Reduktion vom Grad Null besitzt. Entsheidend
dafür ist ähnlih wie im Fall der Vektorbündel die Charakterisierung der G-
Torseure auf einem rein-eindimensionalen eigentlihen Shema über einem end-
lihen Körper Fq, die streng semistabile Reduktion vom Grad Null haben, d. h.
deren Pullbak zu der Normalisierung jeder irreduziblen Komponente streng
semistabil vom Grad Null ist. Es wird gezeigt, dass dies gerade die Torseure
sind, deren Pullbak entlang eines endlihen surjektiven Morphismus zu ei-
nem rein-eindimensionalen eigentlihen Fq-Shema trivial ist. Die Rolle des im
Vektorbündelfall zugrundeliegenden Resultats von Herbert Lange und Ulrih
Stuhler, das die Charakterisierung für den Fall einer glatten und projektiven
Kurve lieferte, übernimmt hier ein Resultat von Deligne (siehe Satz 3.2.3) in
[Las℄, aus dem sih ein Zusammenhang zwishen Trivialisierbarkeit des gege-
benen Torseurs und der Tatsahe, dass er isomorph zu seinem Pullbak unter
Frobenius ist, ergibt. Daraus folgt wiederum wie in [LS℄ die gegebene Beshrei-
bung für den Fall einer glatten und projektiven Kurve.
Das letzte Kapitel besteht shlieÿlih aus dem Beweis der beiden Hauptre-
sultate der Arbeit unter Vewendung der im vorherigen Kapitel erzielten Cha-
rakerisierung der Kategorie BXo ,D(G).
Zuallererst möhte ih Prof. Christopher Deninger für die gute Betreuung
meiner Arbeit und die Ideen, wie man im Falle von G-Torseuren einen Paral-
leltransport denieren könne, sowie für die Erlaubnis, seine ersten Resultate zu
einer solhen Denition des Paralleltransports und zu einigen Funktorialitäts-
eigenshaften der Konstruktion (vgl. [DW3℄), die den Ausgangspunkt dieser
Arbeit darstellen, verwenden zu dürfen, herzlihst danken. Ebenso danke ih
ihm für viele weiterführende Diskussionen und sein Vertrauen. Auÿerdem ge-
bührt mein Dank dem Marie Curie Researh Training Network Arithmeti
Algebrai Geometry (MRTN-CT-2003-504917) der Europäishen Union, das
mir einen sehsmonatigen Aufenthalt am Laboratoire des Mathématiques der
Université de Paris-Sud in Orsay ermöglihte, ohne den diese Arbeit niht hät-
te entstehen können und während dessen ih vom dortigen Koordinator des
Netzwerkes, Prof. Étienne Fouvry, Unterstützung bei allen denkbaren admini-
strativen Fragen erhalten habe. Für viele fruhtbare Diskussionen möhte ih
ferner Pham Ngo Duy, Philippe Gille, Sylvain Maugeais, Mihel Raynaud,
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Jean-Mar Fontaine, Alexander Steinmetz, Gabriel Herz, Stefan Wieh, Tho-
mas Ludstek, Jilong Tong, Vikram Metha, Yogish Holla und Markus Reineke
herzlihst danken. Yves Laszlo danke ih für den Hinweis auf das oben er-
wähnte Resultat von Deligne in seinem Artikel [Las℄, das sih als sehr wertvoll
für die vorliegende Arbeit herausgestellt hat. Niht zu vergessen sind in diesem
Themenbereih auh mehrere Diskussionen mit Philippe Gille und Pham Ngo
Duy, die sehr hilfreih für ein besseres Verständnis waren.
Shlieÿlih wäre die vorliegende Arbeit auh niht möglih gewesen ohne
alle Menshen und Institutionen wie dem Collegium musium instrumentale
der Universität Münster, dem Ensemble des violonelles d'Orsay, dem COGE
(Choeurs et orhestres des grandes éoles, Paris), dem Orhestre du ampus
d'Orsay und dem Unihokeylub Münster, die mih immer wieder auf den
Boden zurükgeholt und auf andere Gedanken gebraht haben und so neu
motiviert und inspiriert haben, und niht zuletzt alle, die an mih geglaubt
haben, und auh die, die es niht getan haben.
Auÿer durh das Netzwerk Arithmeti Algebrai Geometry wurde die vor-
liegende Dissertation auh teilweise durh die Deutshe Forshungsgemein-
shaft über den SFB 478 Geometrishe Strukturen in der Mathematik unter-
stützt.
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1 Präliminarien
In diesem Kapitel sollen einige für die Arbeit wihtige Begrie zusammen ge-
stellt werden.
1.1 Torseure
Es sei S ein Shema. Dann ist ein S-Gruppenshema G ein S-Shema G zusam-
men mit einem Kompositionsgesetz γ : hG × hG → hG, das ein Gruppengesetz
ist. Dabei sei hG der Punktfunktor
hG : (Sch/S)→ (Ens), hG(T ) := G(T ) = Hom(T,G).
Das Gruppengesetz γ besteht aus einer Menge von Abbildungen
γT : hG(T )× hG(T )→ hG(T )
für T ∈ (Sch/S), die verträglih mit Abbildungen u : T ′ → T sind, d. h. für
die das Diagramm
hG(T )× hG(T )
γT
hG(u)×hG(u)
hG(T )
hG(u)
hG(T
′)× hG(T
′)
γT ′
hG(T
′)
kommutiert, und es ist hG(T ) eine Gruppe unter γT für alle S-Shemata T .
Diese Daten sind äquivalent zu einem Tupel (G,m, ε, i) bestehend aus ei-
nem S-Shema G, einer Multiplikation m : G ×S G → G, einem Einsshnitt
ε : S → G und einer inversen Abbildung i : G → G, die jeweils Morphismen
von S-Shemata sind, so dass die folgenden Diagramme kommutieren:
a) Assoziativität:
G×S G×S G
m×idG
idG×m
G×S G
m
G×S G
m
G
13
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b) Existenz einer Linksidentität:
G
(p,idG)
idG
S ×S G
ε×idG
G×S G
m
G
) Existenz eines Linksinversen:
G
(i,idG)
p
G×S G
m
S
ε
G
Für eine beliebige gefaserte Kategorie C deniert man ein Gruppenobjekt
vollkommen analog, man ersetze lediglih (Sch/S) stets durh C und S-Shema
durh S-Objekt.
Es sei nun wieder S ein Shema und G ein S-Gruppenshema, das treuah
und lokal von endliher Präsentation über S ist. Dann deniert der Multipli-
kationsmorphismus G ×S G → G von G eine Aktion von G auf sih selbst.
Morphismen, Monomorphismen, Epimorphismen, Isomorphismen et. von S-
Shemata mit einer G-Aktion sind zudem in oensihtliher Weise deniert.
Damit können wir nun den Begri eines G-Torseurs denieren:
1.1.1 Denition.
Es sei G ein Gruppenshema, das treuah und lokal von endliher Präsen-
tation über dem Basisshema S ist. Dann bezeihnet man als einen Rehts-
G-Torseur P bezüglih der fppf-Topologie auf S ein S-Shema P , auf dem G
durh einen Morphismus f : P ×S G → P, (x, g) 7→ xg operiert, so dass die
folgende Bedingung erfüllt ist:
Es gibt eine Überdekung (Ui → S)i∈I für die fppf-Topologie auf S, so dass
P ×S Ui mit seiner G ×S Ui-Aktion isomorph zu G ×S Ui, versehen mit der
durh den Multiplikationsmorphismus gegebenen Aktion von G ×S Ui auf sih
selbst, für alle i ∈ I ist.
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1.1.2 Beispiel.
Beispielsweise ist G zusammen mit der durh den Multiplikationsmorphismus
gegebenen Aktion auf sih selbst ein G-Torseur (für die fppf-Topologie).
Einen G-Torseur P , der als G-Torseur isomorph zu G ist, bezeihnet man
als trivialen G-Torseur.
Nah [M, Proposition III.4.1℄ hat man die folgende äquivalente Beshreibung
eines G-Torseurs für die fppf-Topologie:
1.1.3 Proposition.
Es sei G ein S-Gruppenshema, das treuah und lokal von endliher Präsen-
tation über S ist. Ist P ein S-Shema, auf dem G durh einen Morphismus
f : P ×S G → P, (x, g) 7→ xg operiert, so sind die folgenden Bedingungen
äquivalent:
a) P ist treuah und lokal von endliher Präsentation über S und der Mor-
phismus P ×S G
(idP ,f)
−−−−→ P ×S P, (x, g) 7→ (x, xg) ist ein Isomorphismus.
b) Es gibt eine Überdekung (Ui → S)i∈I für die fppf-Topologie auf S, so
dass P ×S Ui für jedes i mit seiner Aktion von G×S Ui isomorph zu dem
trivialen G×S Ui-Torseur G×S Ui ist.
Ebenso deniert man Garben-Torseure für die fppf-Topologie:
1.1.4 Denition.
Es sei G ein Gruppenobjekt in der Kategorie der Garben bezüglih der fppf-
Topologie auf S. Dann bezeihnet man als einen Rehts-G-(Garben-)Torseur
P bezüglih der fppf-Topologie auf S eine Garbe P von Mengen bezüglih der
fppf-Topologie auf S, auf der G durh einen Morphismus
f : P ×S G→ P, (x, g) 7→ xg
operiert, so dass die folgende Bedingung erfüllt ist:
Es gibt eine Überdekung (Ui → S)i∈I für die fppf-Topologie auf S, so dass
P ×S Ui für jedes i mit seiner Aktion von G ×S Ui isomorph zu G ×S Ui ist,
wobei G×S Ui bzw. P ×S Ui die von G bzw. P induzierten Garben auf (Ui)fppf
bezeihnen und G×S Ui zusammen mit der durh die Gruppenoperation indu-
zierten Operation von G×S Ui auf sih selbst betrahtet werde.
Als trivialen Torseur bezeihnet man einen G-Torseur P , der als G-Torseur
isomorph zu G ist, wobei G die durh die Gruppenoperation gegebene Struktur
eines G-Torseurs trägt.
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Es ist oensihtlih, dass ein Garbentorseur P für die fppf-Topologie ein
Torseur im Sinne von Denition 1.1.1 ist, falls P und G durh Shemata dar-
stellbar sind. Aus dem Yoneda-Lemma folgt zudem, dass zwei Shemata P und
P ′ isomorph als G-Torseure sind, falls sie es als G-Garbentorseure sind.
1.1.5 Bemerkung.
Niht jeder Garben-Torseur P in der fppf-Topologie ist durh ein Shema P
darstellbar. Nah [M, Theorem III.4.3a)℄ gilt jedoh: Ist G ein S-Gruppenshe-
ma, das an über S ist, so ist jeder G-Garben-Torseur P durh ein Shema
P darstellbar.
Torseure lassen sih auh allgemeiner für beliebige Topoi denieren:
1.1.6 Denition. ([G, Denition III.1.4.1, III.1.4.1.1℄)
Es sei T ein Topos und S ein Objekt von T . Ein (Rehts-)Torseur von T über S
ist ein Tupel (P,G,m) bestehend aus einem S-Objekt P , einem Gruppenobjekt
G von T und einer Familie von Abbildungen
m(S ′) : P (S ′)×G(S ′)→ P (S ′)
für alle S-Objekte S ′, so dass die folgenden Bedingungen erfüllt sind:
i) Der Morphismus p : P → S ist ein Epimorphismus, d. h. es existiert
eine Familie von Epimorphismen {Si → S}i∈I , so dass die Mengen
P (Si) = HomS(Si, P ) niht leer sind.
ii) Der Morphismus u : P ×S G→ P ×S P, (p, g)→ (p,m(p, g)) ist ein Iso-
morphismus.
1.1.7 Bemerkung.
Es seien T ein Topos, S ein Objekt von T und G ein Gruppenobjekt von T . Es
sei Gd das G-Objekt, das man erhält, wenn man G auf sih selbst durh Rehts-
translationen operieren lässt, d. h. es sei G mit der von der Gruppenoperation
G×S G→ G induzierten Operation von G auf sih selbst versehen.
Da nah Denition eines Gruppenobjekts der Morphismus Gd → S einen
Shnitt besitzt, ist der Morphismus Gd → S ein Epimorphismus. Die zweite
Bedingung für einen Torseur ist trivialerweise erfüllt, so dass also Gd ein G-
Torseur ist.
Man bezeihnet Gd als den trivialen Torseur.
16
1.1 Torseure
Für den assoziierten Topos zu dem étalen Situs erhält man insbesondere:
1.1.8 Denition.
Es sei G ein Gruppenobjekt in der Kategorie der Garben bezüglih der étalen
Topologie T auf einem Shema S. Dann bezeihnet man als einen Rehts-G-
(Garben-)Torseur P bezüglih der étalen Topologie auf S eine étale Garbe P
auf S, auf der G durh einen Morphismus f : P×SG→ P, (x, g) 7→ xg operiert,
so dass die folgende Bedingung erfüllt ist:
Es gibt eine Überdekung (Ui → S)i∈I für die étale Topologie auf S, so dass
P ×S Ui für jedes i mit seiner Aktion von G×S Ui isomorph zu dem trivialen
Torseur G×S Ui ist, wobei G×S Ui bzw. P ×S Ui die von G bzw. P induzierten
Garben auf (Ui)e´t bezeihnen.
Für beliebige Topoi gilt auÿerdem nah [G, III.1.4.1.3℄:
1.1.9 Lemma.
Es sei f : T → T ′ ein Morphismus von Topoi und S ein Objekt von T sowie
S ′ = f(S) das Bild von S in T ′ unter f . Ferner sei G ein S-Gruppenobjekt des
Topos T und G′ ein S ′-Gruppenobjekt des Topos T ′. Ist dann P ein G-Torseur
über S in T , so ist f∗(P ) ein f∗(G)-Torseur über S
′
in T ′. Ist umgekehrt P ′
ein G′-Torseur über S ′ in T ′, so ist f ∗P ′ ein f ∗G′-Torseur über S in T .
Diese Konstruktionen sind funktoriell.
Beweis [G, III.1.4.1.3℄ 
Wihtig ist für uns noh der Zusammenhang zwishen Torseuren und Koho-
mologie:
1.1.10 Satz.
Es seien E ein Situs, T der zu E assoziierte Topos von abelshen Garben, G
ein Gruppenobjekt von T und S ein Objekt von T .
Dann deniert jeder G-Torseur P von T über S ein eindeutig bestimmtes
Element c(P ) von H1(E,G), wobei die durh die Klasse des trivialen Torseurs
punktierte Menge H1(E, ∗) die erste Rehtsableitung des Funktors
H0(E, ∗) : T → Ens
ist. Dabei ist H0(E,F ) für eine Garbe F auf E als
H0(E,F ) := lim←−
U∈Cat E0
F (U)
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(vgl. [A, Notation II.2.2℄) deniert. Diese Zuordnung ist eine Bijektion.
Beweis [G, Dénition III.2.4.2, Remarque III.3.5.4℄ 
Aus diesem Satz folgt insbesondere:
1.1.11 Korollar. (vgl. auh [M, Proposition III.4.6., Corollary III.4.7. ℄)
Ist G ein ahes Gruppenshema von endlihem Typ über einem Shema X,
so kann man die Menge der Isomorphieklassen der G-Garbentorseure bezüglih
der fppf-Topologie (bzw. der Zariski-Topologie bzw. der étalen Topologie) auf
X mit Hˇ1(Xfppf , G) (bzw. Hˇ
1(X,G) bzw. Hˇ1e´t(S,G)) identizieren.
Ist G zusätzlih an, so kann man die Menge der Isomorphieklassen der G-
Torseure bezüglih der fppf-Topologie (bzw. der Zariski-Topologie bzw. der éta-
len Topologie) auf X mit Hˇ1(Xfppf , G) (bzw. Hˇ
1(X,G) bzw. Hˇ1e´t(S,G)) iden-
tizieren.
Abshlieÿend sei noh erwähnt, dass man für die fppf-Topologie auf einem
Shema S den Begri eines G-Torseurs auh für beliebige abstrakte endlihe
Gruppen denieren kann:
1.1.12 Denition.
Es sei S ein Shema und G eine abstrakte endlihe Gruppe. Dann bezeihnet
man ein Shema P über S als einen G-Torseur bezüglih der fppf-Topologie
auf S, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:
a) Der Strukturmorphismus p : P → S ist treuah und lokal von endliher
Präsentation.
b) Der Morphismus P×SGP
(idP ,f)
−−−−→ P×SP, (x, g) 7→ (x, xg) ist ein Isomor-
phismus. Dabei bezeihnet GP das Shema GP =
∐
g∈G Pg mit Pg = P
für alle g ∈ G.
Es sei auÿerdem noh an den Begri einer Galoisüberlagerung erinnert:
1.1.13 Denition. ([M, Remark I.5.4℄)
Es sei G eine endlihe Gruppe, die auf einem Shema Y über X operiert. Dann
nennt man Y eine Galoisüberlagerung von X mit Gruppe G, falls Y treuah
über X ist und der kanonishe Morphismus
ϕ : GY → Y ×X Y,
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der durh
ϕ |Yσ = (y 7→ (y, yσ))
für alle g ∈ G gegeben ist, ein Isomorphismus ist.
1.1.14 Bemerkung.
Nah [Mu, Lemma 4.4.1.8℄ wird jeder endlihe étale Morphismus f : Y → X
durh eine Galoisüberdekung Y ′ → X dominiert.
Damit erhalten wir die folgende Charakterisierung von G-Torseuren:
1.1.15 Lemma.
Es sei k ein algebraish abgeshlossener Körper, G ein Gruppenshema über k
und X ein beliebiges Shema über k. Dann entsprehen die Isomorphieklassen
der G-Torseure bezüglih der étalen Topologie auf X, die nah Pullbak unter
einer fest gewählten Galoisüberdekung X ′ → X mit Gruppe g trivial werden,
bijektiv den Elementen von H1(g,Γ(X ′, G)).
Beweis Die eh-Kohomologie für die étale Topologie liefert die folgende
exakte Sequenz:
1 Hˇ1(X ′/X,G) H1e´t(X,G) H
1
e´t(X
′, G) 1.
Nah [M, Example III.2.6℄ ist aber Hˇ1(X ′/X,G) isomorph zu H1(g,Γ(X ′, G)),
so dass die Behauptung folgt. 
1.2 Vershiedene Kategorien von
Überdekungen
Für die Denition einer gewissen Kategorie BXo ,D(G) von G-Torseuren auf
einem Shema Xo und ihre Charakterisierung im zweiten und dritten Kapitel
benötigen wir vershiedene Kategorien von Überdekungen aus [DW1℄.
Wie in [DW1℄ verstehen wir hier und in der gesamten Arbeit unter einer
Varietät über einem Körper k ein geometrish irreduzibles und geometrish
reduziertes separiertes Shema von endlihem Typ über k. Eine Kurve ist eine
eindimensionale Varietät.
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Es sei im folgenden R ein Bewertungsring mit Quotientenkörper Q, dessen
Charakteristik 0 sei.
Zu einer glatten projektiven Kurve X über Q betrahten wir jeweils ein Mo-
dell X von X über R. Darunter sei stets ein endlih präsentiertes, ahes und
eigentlihes Shema X über SpecR verstanden, so dass X isomorph zu X⊗RQ
ist. Auÿerdem shreiben wir für einen Divisor D auf X immer kurz X − D
anstelle von X − supp D.
1.2.1 Denition. ([DW1, S. 4,5℄)
Die Kategorie SX,D ist wie folgt deniert:
Die Objekte der Kategorie sind endlih präsentierte, eigentlihe R-Morphis-
men π : Y → X, deren generishe Faser πQ : YQ → X endlih ist und für wel-
he die induzierte Abbildung πQ : π
−1
Q (X −D)→ X −D étale ist.
Ein Morphismus von π1 : Y1 → X nah π2 : Y2 → X ist ein Morphismus
ϕ : Y1 → Y2, so dass π1 = π2 ◦ ϕ ist.
Existiert solh ein Morphismus von π1 : Y1 → X nah π2 : Y2 → X, so sagt
man, dass π1 den Morphismus π2 dominiert. Induziert zusätzlih ϕQ einen Iso-
morphismus der lokalen Ringe in zwei generishen Punkten, so sagt man, dass
π1 den Morphismus π2 strikt dominiert.
IstR′ ein Bewertungsring (mit QuotientenkörperQ′ der Charakteristik Null),
der R enthält, so hat man oensihtlih einen Basiswehselfunktor
SX,D → SX⊗RR′,D′,
wobeiD′ das Urbild von D in X⊗RR
′
ist. Klar ist auh, dass endlihe Produkte
und endlihe gefaserte Produkte in SX,D existieren. Auÿerdem halten wir fest:
1.2.2 Bemerkung.
Es sei ϕ : (π1 : Y1 → X)→ (π2 : Y2 → X) ein Morphismus in SX,D. Dann gilt:
i) ϕ : Y1 → Y2 ist eigentlih nah [L1, Proposition 3.3.16℄, da π1 und π2
jeweils insbesondere eigentlih sind.
ii) ϕ : Y1 → Y2 ist von endliher Präsentation nah [EGA IV, Propositi-
on 1.6.2.v)℄, da π2 per Denition insbesondere quasi-separiert und von
endliher Präsentation ist.
iii) ϕQ ist endlih über X − D nah [L1, Lemma 3.3.15℄, da nah Voraus-
setzung π2 und damit (π2)Q eigentlih ist.
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iv) ϕQ ist étale über X−D nah [M, Corollary I.3.6℄, da nah Voraussetzung
(π1)Q und (π2)Q étale über X −D sind.
Wir benötigen auÿerdem folgende volle Unterkategorie SgoodX,D von SX,D:
1.2.3 Denition.
Die volle Unterkategorie SgoodX,D von SX,D besteht aus den Elementen π : Y → X
von SX,D mit der Eigenshaft, dass der Strukturmorphismus λ : Y → SpecR
ah ist, λ∗OY = OSpecR universell erfüllt ist und ihre generishe Faser
λQ : YQ → SpecQ glatt ist.
1.2.4 Bemerkung.
Es sei (π : Y → X) ∈ SgoodX,D . Dann ist YQ geometrish zusammenhängend.
Beweis Es sei (π : Y → X) ∈ SgoodX,D und Q ein algebraisher Abshluss von
Q. Da YQ glatt über Q ist, ist YQ genau dann zusammenhängend, wenn YQ
irreduzibel ist.
Es genügt also zu zeigen, dass YQ irreduzibel ist.
Dafür genügt es zu zeigen, dass H0(YQ,OYQ) eindimensional über Q ist:
Denn wäre YQ niht irreduzibel, also etwa YQ = A
∐
B mit nihtleeren A
und B, so wäre H0(YQ,OYQ) = H
0(A,OYQ) ⊕ H
0(B,OYQ). Da H
0(A,OYQ)
und H0(B,OYQ) jeweils mindestens eindimensional über Q sind, wäre dann
H0(YQ,OYQ) mindestens zweidimensional über Q.
Wir zeigen also, dass H0(YQ,OQ) eindimensional über Q ist:
Da λ∗OY = OSpecR nah Denition von S
good
X,D universell gilt, gilt
(λQ)∗OYQ = OSpecQ. Daraus folgt, dass
H0(YQ,OYQ)
∼= H0(SpecQ, (λQ)∗OYQ)
∼= H0(SpecQ,OSpecQ) = Q
ist, also eindimensional über Q ist. 
1.2.5 Korollar.
Es sei (π : Y → X) ∈ SgoodX,D . Dann ist YQ eine glatte und projektive Kurve und
also Y irreduzibel und reduziert.
Beweis Es sei (π : Y → X) ∈ SgoodX,D . Dann ist nah Bemerkung 1.2.4 YQ
geometrish zusammenhängend und daher, wie in deren Beweis gesehen, geo-
metrish irreduzibel.
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Da X nah Voraussetzung eine Kurve über Q ist, ist X insbesondere sepa-
riert über Q. Auÿerdem ist YQ nah Denition der Kategorie SX,D endlih über
X , also an nah [EGA II, 6.1.2℄ und damit separiert nah [EGA II, Proposi-
tion 1.2.4℄, so dass insgesamt der Morphismus YQ → Q als Komposition zweier
separierter Morphismen separiert ist.
Die Glattheit von YQ über Q ergibt sih direkt aus der Denition von S
good
X,D .
Da Q als ein Körper nah [Ma, 17.E℄ ein regulärer lokaler Ring ist und damit
auh SpecQ regulär ist (man benutze dabei [L1, Theorem 4.2.16℄) sowie YQ
glatt über Q ist, ist nah [L1, Theorem 4.3.36℄ auh YQ regulär. Also sind alle
lokalen Ringe von YQ regulär und damit nah [L1, Proposition 4.2.11℄ auh
reduziert. Damit ist YQ reduziert und also YQ geometrish reduziert.
Weil der Morphismus π : Y → X nah Denition von SX,D von endliher
Präsentation ist, ist auh πQ : YQ → XQ von endliher Präsentation. Da X ein
Modell von X und damit insbesondere von endliher Präsentation über R ist,
ist auÿerdem XQ von endliher Präsentation über Q. Also ist der Morphis-
mus YQ → Q als Komposition zweier Morphismen von endliher Präsentation
ebenfalls von endliher Präsentation, insbesondere damit von endlihem Typ.
Insgesamt ist damit YQ eine glatte Varietät über Q.
Desweiteren ist YQ nah dem bisher gezeigten geometrish irreduzibel, nah
[L1, Remark 3.2.11℄ also irreduzibel. Aus der Endlihkeit von πQ folgt dann,
dass der Funktionenkörper K(YQ) eine endlihe algebraishe Erweiterung von
K(X) ist, so dass trdegQK(YQ) = 1 und also nah [EGA II, Proposition 7.4.1℄
YQ eindimensional ist.
Also ist YQ eine glatte Kurve über Q.
Weil π ∈ SX,D ist, ist ferner der Morphismus πQ endlih und damit nah
[EGA II, Corollaire 6.11℄ projektiv. Da nah Voraussetzung X projektiv über
Q ist, ist also der Strukturmorphismus YQ → Q als Komposition zweier pro-
jektiver Morphismen projektiv.
Es bleibt noh zu zeigen, dass Y irreduzibel und reduziert ist:
Da nah dem bisher gezeigten YQ geometrish reduziert ist, ist nah [L1,
Remark 3.2.11℄ YQ auh reduziert; dass YQ irreduzibel ist, wurde bereits ge-
zeigt. Da auÿerdem (π : Y → X) ∈ SgoodX,D ist, ist Y ah und von endliher
Präsentation über R, so dass nah [L1, Proposition 4.3.8℄ Y irreduzibel und
reduziert ist. 
Ein im folgenden wihtiges Resultat ist das folgende Theorem:
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1.2.6 Theorem ([DW1, Theorem 1, 3)-5)℄)
Es sei R ein diskreter Bewertungsring (mit Quotientenkörper Q der Charakte-
ristik Null). Dann gilt:
(i) Für jeden diskreten Bewertungsring R′, der über R liegt, setze man
X′ := X⊗R R
′
und deniere D′ als das Urbild von D in X ′. Dann bil-
det der kanonishe Basiswehselfunktor SX,D → SX′,D′ die Unterkategorie
SgoodX,D auf S
good
X′,D′ ab.
(ii) Für je endlih viele Objekte πi : Yi → X aus SX,D existiert eine endlihe
Erweiterung Q′ von Q, so dass es ein Objekt π′ ∈ SgoodX′,D′ gibt, das alle
Objekte πi ⊗R R
′ ∈ SX′,D′ dominiert. Dabei ist R
′
ein diskreter Bewer-
tungsring in Q′, der R dominiert, X′ := X⊗R R
′
und D′ das Urbild von
D in X ′.
(iii) Zu jedem Objekt π : Y → X aus SX,D existiert eine Erweiterung von
diskreten Bewertungsringen R′/R wie in (ii), so dass π⊗RR
′
von einem
Objekt aus SgoodX′,D′ strikt dominiert wird.
Beweis
(i) Dies ist klar, da Glattheit und Flahheit stabil unter Basiswehsel sind.
(ii) Weil endlihe Produkte in der Kategorie SX,D existieren, folgt Aussage
(ii) aus Aussage (iii).
(iii) Nah [L1, Proposition 3.2.20℄ gibt es einen Qsep-wertiger Punkt von
X −D. Da π−1Q (X − D) endlih und étale über X − D ist, existiert
somit nah [Mu, 4.2℄ ein Qsep-rationaler Punkt von π−1Q (X − D) über
dem gegebenen Punkt von X − D. Mittels noethershem Desent (vgl.
[EGA IV, 8℄) erhält man daraus eine endlihe Erweiterung Q′ von Q,
so dass Y einen Q′-rationalen Punkt über X −D besitzt, wobei man Q′
so wählen kann, dass die irreduziblen Komponenten von YQ′ geometrish
irreduzibel sind.
Es sei R′ ein diskreter Bewertungsring in Q′ über R und YR′ := Y ⊗RR
′
.
Wählt man nun eine irreduzible Komponente von YQ′, die einen Q
′
-wer-
tigen Punkt über X −D besitzt, und deniert Y∗ als deren Abshluss in
YR′ , der mit der Struktur eines reduzierten Shemas versehen sei, so ist
Y∗ reduziert und irreduzibel sowie nah [EGA IV, 7.8℄ auh exzellent, so
dass seine Normalisierung Y˜ nah [EGA IV, Proposition 7.8.6 (ii)℄ end-
lih über Y∗ ist. Auÿerdem ist Y˜ ein eigentlihes und ahes R′-Shema,
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da YR′ dies ist. Da die Bildung der Normalisierung mit der des Faserpro-
dukts vertausht, ist Y˜ ⊗R′ Q
′
die Normalisierung von Y∗Q. Also besitzt
Y˜ ⊗R′ Q
′
einen Q′-rationalen Punkt. Man beahte, dass nah Konstruk-
tion Y˜ von Dimension 2 ist. Nah Lipmans Auösung von Singularitäten
(siehe [L1, S. 362℄) existiert dann ein irreduzibles und reguläres R′-She-
ma YV zusammen mit einem eigentlihen R′-Morphismus YV → Y˜ , der
ein Isomorphismus auf der generishen Faser ist. Das Shema YV erhält
man dabei durh wiederholte Aufblasung des singulären Orts gefolgt von
der Bildung der Normalisierung. Dieser Prozess wird nah endlih vielen
Shritten stationär, so dass man ein reguläres irreduzibles Shema YV
erhält, das eigentlih und ah über R′ ist, zusammen mir einem eigent-
lihen Morphismus YV → X′, der nah Konstruktion den Morphismus
π ⊗R idR′ strikt dominiert.
Dies alles impliziert, dass der Morphismus ψ : YV → X′ in der Kategorie
SX′,D′ liegt und auh der Strukturmorphismus λ
V : YV → SpecR′ ah
sowie dessen generishe Faser glatt ist.
Um zu sehen, dass ψ sogar in SgoodX′,D′ liegt, bleibt also nur noh zu zeigen,
dass λV∗ OYV = OSpecR′ universell gilt.
Aufgrund der Eigentlihkeit von YV induziert aber derQ′-rationale Punkt
der generishen Faser von YV einen Shnitt des Strukturmorphismus
λV : YV → SpecR′. Damit folgt nun aus einem Theorem von Raynaud
(siehe [Ray, Théorème 8.2.1, (ii)⇒ (iv)℄ oder [L1, Corollary 9.1.24., Co-
rollary 9.1.32.℄), dass YV kohomologish ah in Dimension 0 ist, also
insbesondere λV∗ OYV = OSpecR′ universell gilt. 
Für den konkreten Fall R = Zp und Q = Qp gilt:
1.2.7 Korollar. ([DW1, Corollary 3,1)℄)
Es sei X eine glatte und projektive Kurve über Qp, D ein Divisor auf X sowie
X ein Modell von X über SpecZp. Auÿerdem sei eine endlihe Anzahl von
Objekten πi : Yi → X aus SX,D gegeben.
Dann existieren eine endlihe Erweiterung K von Qp und eine glatte und
projektive Kurve XK über K mit Modell XoK über oK sowie ein Divisor DK
von XK , so dass folgendes gilt: Es ist X = XK ⊗K K und D = DK ⊗K K
sowie X = XoK ⊗oK Zp. Auÿerdem existiert ein Element πoK : YoK → XoK
von SgoodXoK ,DK
, so dass der Morphismus π = πoK ⊗oK Zp alle Morphismen πi
dominiert.
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Beweis Da X als Modell von X insbesondere von endliher Präsentation
über Zp ist sowie nah [EGA IV, 8.1.2 b)℄ lim−→
Qp⊂K endlih
K = Qp und damit
auh lim−→
Qp⊂K endlih
oK = Zp gilt, existieren nah [EGA IV, Proposition 8.9.1 (i)℄
eine endlihe Erweiterung K0 von Qp sowie ein Shema X′0 von endlihem
Typ über oK0, so dass es einen Zp-Isomorphismus X
′
0 ⊗oK0 Zp
∼
−→ X gibt. Da
oK0 noethersh ist, ist nah [EGA IV, Dénition 1.6.1℄ X
′
0 auh von endliher
Präsentation über K0. Nah [EGA IV, Théorème 8.10.5 (xii)℄ und [EGA IV,
Théorème 11.2.6 (ii)℄ existiert dann eine endlihe Erweiterung K1 von Qp,
die K0 enthält, so dass X1 := X
′
0 ⊗oKo oK1 von endliher Präsentation, ah
und eigentlih über oK1 ist. Setzt man nun X1 := X1 ⊗oK1 K1, so folgt aus
[EGA IV, Sholie 8.8.3℄, dass X zu X1 absteigt. Nah [EGA IV, Proposition
8.9.1℄, [EGA IV, Théorème 8.10.5 (v),(xiii)℄ und [EGA IV, Proposition 17.7.8℄
sowie [L1, Proposition 3.2.7 (a)℄ gibt es also eine endlihe Erweiterung K2 von
Qp mit K1 ⊂ K2, so dass X2 := X1 ⊗K1 K2 eine glatte und projektive Kurve
über K2 ist. Da die Eigenshaften von X1 stabil unter Basiswehsel sind, ist
dann X2 := X1 ⊗oK1 oK2 ein Modell von X2.
Nah [EGA IV, Proposition 8.5.5℄ gibt es auÿerdem eine endlihe Erweite-
rung K3 von K2, so dass der Divisor D zu einem Divisor D3 von X3 über
SpecK3 absteigt, wobei man dazu den zu D assoziierten OX -Modul OX(D)
betrahte.
Da es endlih viele Morphismen πi sind, die gegeben sind, gibt es nah
[EGA IV, Proposition 8.9.1, Théorème 8.10.5 (xii)℄ eine endlihe Erweiterung
K4 von K3, so dass alle Morphismen πi : Yi → X zu endlih-präsentierten,
eigentlihen Morphismen πi4 : Y → X4 absteigen. Da noethersher Desent
verträglih mit der Bildung der generishen Faser ist, existiert dann nah
[EGA IV, Théorème 8.10.5 (x)℄ und [EGA IV, Proposition 17.7.8℄ eine end-
lihe Erweiterung K5 von K4, so dass alle (πi5)Q endlih sind und zudem étale
über X5−D5 sind. Damit liegen alle Morphismen πi5 in der Kategorie SX5,D5.
Nah Theorem 1.2.6 existiert also eine Erweiterung K ′5 von K5, so dass die
Objekte πi5 ⊗oK5 R
′
5 alle von einem einzigen Objekt π5 ∈ S
good
X5⊗oK5
R′5,D5⊗oK5
R′5
dominiert werden, wobei R′5 ein Bewertungsring in Q
′
5 ist, der oK5 dominiert.
Setzt man nun K := K ′5, so besitzen XK , XoK := X5⊗oKR
′
5, DK und πoK := π5
alle gewünshten Eigenshaften. 
Daraus folgt:
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1.2.8 Korollar. ([DW1, Corollary 3, 3)℄)
Es sei X eine glatte und projektive Kurve über Qp und D ein Divisor auf X
sowie X ein Modell von X über SpecZp. Dann gilt:
Jede endlihe Anzahl von Objekten πi : Yi → X in SX,D wird von einem
gemeinsamen Objekt (π : Y → X) ∈ SgoodX,D dominiert.
Beweis Nah Korollar 1.2.7 existieren eine endlihe Erweiterung K von Qp,
eine glatte und projektive Kurve XK über K mit einem Modell XoK über
oK und ein Divisor DK von XK , so dass X = XK ⊗ K, D = DK ⊗ K und
X = XoK ⊗oK Zp gilt, sowie zusätzlih ein Element πoK ∈ S
good
XoK ,DK
, so dass der
Morphismus π := πoK ⊗oK Zp alle Morphismen πi dominiert. Dieser Morphis-
mus π liegt in der Kategorie SgoodX,D , da die Denition der vollen Unterkategorie
SgoodX,D nah Theorem 1.2.6(i) stabil unter der Erweiterung des zugrundeliegen-
den Bewertungsrings ist. 
Auÿer der vollen Unterkategorie SgoodX,D betrahten wir noh die folgende volle
Unterkategorie von SX,D:
1.2.9 Denition. (vgl. [DW1, S. 5℄)
Die volle Unterkategorie SssX,D von SX,D besteht aus den Elementen π : Y → X
von SX,D, für die λ : Y → SpecR eine semistabile Kurve ist, deren generishe
Faser YQ eine glatte und projektive Kurve über Q ist.
Eine Kurve λ : Y → SpecR heiÿt dabei nah [L1,  10.3℄ genau dann se-
mistabil, wenn λ ah ist und für alle s ∈ SpecR die geometrishe Faser Ys
reduziert ist und lediglih gewöhnlihe Doppelpunkte als Singularitäten besitzt.
Analog zu dem Fall der Unterkategorie SgoodX,D gilt auh für den Fall der Un-
terkategorie SssX,D:
1.2.10 Theorem ([DW1, Theorem 1, 3)-5)℄)
Es sei R ein diskreter Bewertungsring. Dann gilt:
(i) Für jeden diskreten Bewertungsring R′, der über R liegt, setze man
X′ := X⊗R R
′
und deniere D′ als das Urbild von D in X ′. Dann bil-
det der kanonishe Basiswehselfunktor SX,D → SX′,D′ die Unterkategorie
SssX,D auf S
ss
X′,D′ ab.
(ii) Für je endlih viele Objekte πi : Yi → X aus SX,D existiert eine endlihe
Erweiterung Q′ von Q, so dass es ein Objekt π′ ∈ SssX′,D′ gibt, das alle
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Objekte πi ⊗R R
′ ∈ SX′,D′ dominiert. Dabei ist R
′
ein diskreter Bewer-
tungsring in Q′, der R dominiert, X′ := X⊗R R
′
und D′ das Urbild von
D in X ′.
(iii) Zu jedem Objekt π : Y → X aus SX,D existiert eine Erweiterung von
diskreten Bewertungsringen R′/R wie in (ii), so dass π⊗RR
′
von einem
Objekt aus SssX′,D′ strikt dominiert wird.
Beweis
(i) Dies ist klar, da Glattheit und Flahheit sowie Semistabilität (siehe [L1,
Proposition 10.3.15(a)℄) stabil unter Basiswehsel sind.
(ii) Weil endlihe Produkte in der Kategorie SX,D existieren, folgt Aussage
(ii) aus Aussage (iii).
(iii) Es sei YV → X′ wie im Beweis von Theorem 1.2.6(iii) konstruiert. Weil
YV , wie oben gesehen, irreduzibel und regulär, eigentlih und ah über
R′ ist, ist nah einem Resultat von Lihtenbaum ([Li, Theorem 2.8℄) YV
projektiv über R′. Nah [L2, Theorem 0.2℄ existieren also eine endlihe
Erweiterung Q† von Q′, ein diskreter Bewertungsring R† in Q† über R′
und ein semistabiles Modell Y† von YV ⊗R′ Q
†
zusammen mit einem
Morphismus ϕ : Y† → YV ⊗R′ R
†
über SpecR†. Nah Konstruktion ist
dann die Komposition
Y†
ϕ
−→ YV ⊗R′ R
† → X† = X⊗R R
†
ein Element der Kategorie Sss
X†,D† , das den Morphismus π
† = π ⊗R R
†
strikt dominiert. 
Für den konkreten Fall R = Zp und Q = Qp gilt wie im Falle von S
good
X,D :
1.2.11 Korollar. ([DW1, Corollary 3,1)℄)
Es sei X eine glatte und projektive Kurve über Qp und D ein Divisor auf X
sowie X ein Modell von X über SpecZp. Auÿerdem sei eine endlihe Anzahl
von Objekten πi : Yi → X aus SX,D gegeben.
Dann existieren eine endlihe Erweiterung K von Qp und eine glatte und
projektive Kurve XK über K mit Modell XoK über oK sowie ein Divisor DK
von XK, so dass folgendes gilt: Es ist X = XK ⊗K K und D = DK ⊗K K
sowie X = XoK ⊗oK Zp. Auÿerdem existiert ein Element πoK : YoK → XoK
von SssXoK ,DK
, so dass der Morphismus π = πoK ⊗oK Zp alle Morphismen πi
dominiert.
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Beweis Der Beweis ist wortwörtlih derselbe wie der für Korollar 1.2.7. Man
ersetzt lediglih den Verweis auf Theorem 1.2.6 durh den auf Theorem 1.2.10
und stets good durh ss. 
Daraus folgt:
1.2.12 Korollar. ([DW1, Corollary 3, 3)℄)
Es sei X eine glatte und projektive Kurve über Qp und D ein Divisor auf X
sowie X ein Modell von X über SpecZp. Dann gilt:
Jede endlihe Anzahl von Objekten πi : Yi → X in SX,D wird von einem
gemeinsamen Objekt (π : Y → X) ∈ SssX,D dominiert.
Beweis Dies folgt direkt aus Korollar 1.2.11 zusammen mit der Tatsahe,
dass die Denition der Kategorie SssX,D nah Theorem 1.2.10(i) veträglih mit
Erweiterungen des zugrundeliegenden Bewertungsrings ist. 
Neben den Kategorien SX,D, S
ss
X,D und S
good
X,D benötigen wir noh die folgen-
den Kategorien:
1.2.13 Denition. (vgl. [DW1, S.10f℄)
i) Die Objekte der Kategorie TX,D sind endlih präsentierte eigentlihe G-
äquivariante Zp-Morphismen π : Y → X, wobei G eine endlihe abstrakte
Gruppe ist, die Zp-linear von links auf Y und trivial auf X operiert.
Auÿerdem sei verlangt, dass die generishen Fasern endlih sind und die
Einshränkung (YQp − π
∗D)→ (X −D) ein étaler G-Torseur ist.
Ein Morphismus von dem G1-äquivarianten Morphismus π1 : Y1 → X
zu dem G2-äquivarianten Morphismus π2 : Y2 → X besteht aus einem
Morphismus ϕ : Y1 → Y2, so dass π1 = π2 ◦ ϕ gilt, zusammen mit einem
Gruppenhomomorphismus γ : G1 → G2, so dass ϕ ein G1-äquivarianter
Morphismus ist, wenn G1 vermöge γ auf Y2 operiert.
ii) Oensihtliherweise existiert ein Vergissfunktor TX,D → SX,D. Die volle
Unterkategorie T
good
X,D von TX,D besteht aus den Elementen von TX,D, die
auf Objekte in SgoodX,D abgebildet werden.
Ein wihtiges Resultat aus [DW1℄ ist, dass jedes Objekt von SX,D durh das
Bild eines Objektes von T
good
X,D dominiert wird:
28
1.3 Das étale Fundamentalgruppoid und Faserfunktoren
1.2.14 Theorem ([DW1, Theorem 4℄)
Für jedes Objekt π : Y → X aus SX,D existieren eine endlihe Gruppe G und ein
G-äquivarianter Morphismus π′ : Y ′ → X, die ein Objekt von TgoodX,D denieren,
für das ein Morphismus ϕ : Y ′ → Y existiert, so dass π ◦ ϕ = π′ ist.
Beweis Für den genauen, etwas längeren Beweis siehe [DW1, Theorem 4℄.
Er benutzt wieder noethershen Desent, die Kontruktionen der Beweise der
Theoreme 1.2.6 und 1.2.10 sowie vershiedene Aussagen über die G-Äquivari-
anz eines Morphismus aus [L2℄ und [EGA II℄. 
1.3 Das étale Fundamentalgruppoid und
Faserfunktoren
Im weiteren Verlauf benötigen wir den Begri des étalen Fundamentalgrup-
poids und den von Faserfunktoren. Als Literatur sei hierzu auf [SGA 1℄ oder
auh [DW1, S.577 ℄ verwiesen.
Es sei Z eine Varietät über Qp. Dann deniert man das étale Fundamental-
gruppoid Π1(Z) von Z wie folgt:
1.3.1 Denition.
Es sei Z eine Varietät über Qp und z ∈ Z(Cp) ein geometrisher Punkt.
Dann ist der zugehörige Faserfunktor Fz deniert als der Funktor
Fz = MorZ(z,_)
von der Kategorie der endlihen étalen Überlagerungen Z ′ von Z in die Ka-
tegorie der endlihen Mengen, der jedem solhen Z ′ die Menge der über z
liegenden Cp-wertigen Punkte von Z ′ zuordnet.
Auÿerdem sei die topologishe Kategorie Π1(Z) wie folgt deniert:
Die Objekte der Kategorie sind die geometrishen Punkte von Z, d.h. die
Menge der Objekte ist Z(Cp). Ein Morphismus in Π1(Z) zwishen zwei Cp-
wertigen Punkten z und z∗ ist ein Isomorphismus der assoziierten Faserfunk-
toren. Solh ein Isomorphismus der Faserfunktoren wird als étaler Weg von z
nah z∗ bezeihnet.
Da nah [SGA 1, Exposé V, 4. bzw. 7.℄ jeder Faserfunktor pro-repräsentier-
bar ist, ist MorΠ1(Z)(z, z
∗) eine proendlihe Menge und damit ein kompakter
total unzusammenhängender Hausdorraum (vgl. [DW1, S. 577℄). Ferner in-
duziert die Komposition von Morphismen eine stetige Abbildung
MorΠ1(Z)(z, z
∗)×MorΠ1(Z)(z
∗, z∗∗)→MorΠ1(Z)(z, z
∗∗).
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Die so denierte topologishe Kategorie Π1(Z) wird als étales Fundamental-
gruppoid von Z bezeihnet.
Desweiteren sei an einige Funktorialitätseigenshaften von Π1 erinnert (vgl.
dazu [DW1, S. 578f℄, die wir hier weitestgehend übernehmen):
Ist α : Z1 → Z2 ein Morphismus von Varietäten über Qp, so wird wie folgt
ein stetiger Funktor α∗ : Π1(Z1)→ Π1(Z2) induziert:
Auf Ebene der Objekte ist α∗ die Abbildung α : Z1(Cp) → Z2(Cp). Für
zwei Punkte z, z′ ∈ Z1(Cp) deniert man auÿerdem eine stetige Abbldung
α∗ : Iso(Fz, Fz′)→ Iso(Fα(z), Fα(z′)) folgendermaÿen:
Für einen endlihen étalen Morphismus Y2 → Z2 betrahte man den Ba-
siswehsel Y1 = Y2 ×Z2 Z1 → Z1. Dann hat man kanonishe Bijektionen
Fz(Y1) ∼= Fα(z)(Y2) und Fz′(Y1) ∼= Fα(z′)(Y2). Dies erlaubt es, für einen éta-
len Weg γ ∈ Iso(Fz, Fz′) den Morphimus α∗(γ)(Y2) als die Verkettung
α∗(γ)(Y2) : Fα(z)(Y2) ∼= Fz(Y1)
γ(Y1)
∼
−→ Fz′(Y1) ∼= Fα(z′)(Y2)
zu denieren. Dies deniert einen Isomorphismus α∗(γ) : Fα(z)
∼
−→ Fα(z′) von
Faserfunktoren. Nah Konstruktion ist es klar, dass die Abbildung γ 7→ α∗(γ)
stetig ist und insgesamt α∗ mit dieser Denition ein Funktor ist.
Ist β : Z2 → Z3 ein weiterer Morphismus von Varietäten über Qp, so erhält
man (β ◦ α)∗ = β∗ ◦ α∗ : Π1(Z1) → Π1(Z3) und es ist oensihtliherweise
id∗ = id.
Als nähstes werde das Verhalten von étalen Fundamentalgruppoiden unter
Galoiskonjugation untersuht:
Für ein Shema Y über Qp und einen Qp-Automorphismus σ von Qp setze
man
σY = Y ⊗Qp,σ Qp und shreibe σ : Y →
σY für das Inverse der Projek-
tionsabbildung. Dann lässt sih wie folgt ein stetiger Funktor
σ∗ : Π1(Z)→ Π1(
σZ)
denieren:
Auf Ebene der Objekte sei σ∗ als die Abbildung von z ∈ Z(Cp) auf
σz = σ ◦ z ◦ σ−1 in σZ(Cp) deniert. Auÿerdem deniert man die stetige Ab-
bildung
σ∗ : Iso(Fz, Fz′)
∼
−→ Iso(Fσz, Fσz′)
zwishen den Räumen von Morphismen wie folgt:
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Es ist klar, dass jede endlihe étale Überlagerung von
σZ von der Gestalt
σY für eine endlihe étale Überlagerung Y von Z ist und dass in kanonisher
Weise Fσz(
σY ) ∼= Fz(Y ) für jeden Punkt z ∈ Z(Cp) gilt. Damit kann man
σ∗(γ)(
σY ) als die Komposition
σ∗(γ)(
σY ) : Fσz(
σY ) ∼= Fz(Y )
γ
−→ Fz′(Y ) ∼= Fσz′(
σY )
denieren, wodurh ein Isomorphismus von Faserfunktoren σ∗(γ) deniert wird.
Die Abbildung γ 7→ σ∗(γ) ist wieder stetig und man erhält durh diese De-
nitionen einen wohldenierten Funktor σ∗. Es ist zudem oensihtlih, dass
(στ)∗ = σ∗ ◦ τ∗ als Funktoren von Π1(Z) nah Π1(
στZ) = Π1(
σ(τZ)) gilt.
Ist ferner Z bereits über einer endlihen Erweiterung Qp ⊂ K ⊂ Qp von
Qp deniert, d. h. ist also Z = ZK ⊗K Qp für eine Varietät ZK über K, so
liefert für jedes Element σ der Galoisgruppe GK = Gal(Qp/K) die Abbildung
id×SpecKSpec(σ
−1) einen Qp-linearen Isomorphismus σZ
∼
−→ Z, mittels dessen
man
σZ mit Z identizieren kann. Es folgt, dass für ein derartiges Z die Gruppe
GK von links durh stetige Automorphismen auf der Kategorie Π1(Z) operiert.
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2 Paralleltransport für
Prinzipalbündel
2.1 Konstruktion des Funktors
BXo,D(G)→ Repπ1(U)(G(o))
Es sei o der Ring der ganzen Zahlen in Cp und S := Spec o. Auÿerdem sei
G := SpecA ein glattes und anes Gruppenshema über o von endliher
Präsentation. Es folgt sofort, dass G auh treuah über o ist, da die Glattheit
von G impliziert, dass G ah über o ist, und jedes ahe Gruppenshema von
endliher Präsentation wiederum nah [SGA 3, Exposé V IB, Proposition 9.2.
(xi),(xii)℄ treuah ist.
Unter einem G-Torseur (oder auh G-Prinzipalbündel) P auf einem o-She-
ma ξ werde im folgenden stets ein darstellbarer Rehts-Gξ = G×Specoξ-Torseur
für die fppf-Topologie auf ξ verstanden.
Ein solher G-Torseur P auf einem o-Shema ξ ist stets glatt über ξ:
2.1.1 Lemma.
Es sei P ein G-Torseur auf einem o-Shema ξ. Dann ist P glatt über ξ.
Beweis Da nah Voraussetzung G glatt über o ist, ist Gξ glatt über ξ und
damit auh P ×ξ Gξ glatt über P . Da nah Denition eines Torseurs P ×ξ Gξ
isomorph zu P ×ξ P ist, ist dann auh P ×ξ P glatt über P . Weil P über ξ
nah Denition treuah und quasi-kompakt ist, folgt mittels Desenttheorie
aus dem kartesishen Diagramm
P ×ξ P P
P ξ,
dass P glatt über ξ ist. 
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Ferner halten wir fest:
2.1.2 Satz.
Es seien G, P , ξ wie bisher. Dann ist P sogar ein G-Torseur für die étale
Topologie auf ξ.
Beweis Nah Satz 1.1.10 können wir P mit einer Klasse c(P ) ∈ H1fppf(ξ, G)
identizieren. Nah [Gr, Théorème 11.7.℄ ist unter den gegebenen Vorausset-
zungen der kanonishe Morphismus H1e´t(ξ, Ge´t) → H
1
fppf(ξ, G), der durh den
kanonishen Morphismus von Siten j : ξfppf → ξe´t induziert wird, ein Iso-
morphismus, wobei Ge´t die durh G induzierte étale Garbe ist. Also können
wir c(P ) in eindeutiger Weise mit einer Klasse c′ ∈ H1e´t(ξ, G) identizieren.
Weil H1e´t(X,G) = Hˇ
1
e´t(X,G) gilt, ist diese Klasse c
′
nah Satz 1.1.10 durh
einen Garben-G-Torseur P ′ für die étale Topologie auf ξ gegeben, d. h. es ist
P = j∗P ′. Aufgrund der Isomorphismen und der Darstellbarkeit von P folgt
also, dass P ′ durh P darstellbar ist und P einen G-Torseur für die étale To-
pologie deniert. 
Für einen G-Torseur P auf ξ deniert man Γ(ξ, P ) als die Menge der Shnit-
te von P . Fasst man P als Garbe auf, so liefert dies gerade die gewöhnlihe
Denition von Γ(ξ, P ). Da jedes Element (α : o → G) ∈ G(o) ein Element
(αξ : ξ → Gξ) ∈ Gξ(ξ) induziert und Gξ als Garbe auf P als Garbe operiert,
operiert Gξ(ξ) auf Γ(ξ, P ), so dass Γ(ξ, P ) ein Rehts-G(o)-Modul ist.
In Analogie zu dem in [DW1℄ dargestellten Fall von Vektorbündeln soll
im folgenden ein étaler Paralleltransport für Prinzipalbündel deniert wer-
den. Dazu wird zunähst wie in [DW1℄ ein Funktor ρ von einer gewissen Ka-
tegorie BXo ,D(G) von Prinzipalbündeln in die Kategorie RepΠ1(X−D)(G(o))
der stetigen Funktoren vom étalen Fundamentalgruppoid π1(X − D) in die
Kategorie P(G(o)) deniert. Diese Kategorie P(G(o)) ist wiederum die Ka-
tegorie der topologishen Räume mit einer einfah-transitiven und stetigen
Rehts-G(o)-Operation, wobei die Morphismen in dieser Kategorie gerade de-
ren stetige G(o)-äquivariante Abbildungen sind. Die Denition dieses Funktors
ρ : BXo ,D(G)→ RepΠ1(X−D)G(o) wurde bereits in [DW3℄ skizziert.
Für einen Morphismus f : ξ1 → ξ2 von o-Shemata und einen G-Torseur
P auf ξ2 ist nah Bemerkung 1.1.5 und Lemma 1.1.9 f
∗P = ξ1 ×ξ2 P ein
Gξ1-Torseur auf ξ1. Ebenso folgt, wenn man die Torseure jeweils als Garben
betrahtet, aus Lemma 1.1.9 und dem Adjunktionsmorphismus P → f∗f
∗P
sowie der Denition von f∗, dass es eine natürlihe Rehts-G(o)-äquivariante
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Abbildung f ∗ : Γ(ξ2, P )→ Γ(ξ1, f
∗P ) gibt.
Als nähstes führen wir einige Bezeihnungen ein:
Für n ≥ 1 sei on := o/p
no = Zp/pnZp. Dann ist o = lim←−n on. Ebenso setze
man An := A⊗o on. Dann ist Gn := SpecAn die Reduktion von G modulo p
n
.
Für jedes o-Shema ξ setze man ferner ξn := ξ ⊗o on. Für einen G-Torseur P
auf ξ shlieÿlih sei Pn die Reduktion von P zu einem G- bzw. Gn-Torseur auf
ξn, d. h. es sei Pn = i
∗
nP , wobei in : ξn → ξ der kanonishe Morphismus ist.
Wir versehen nun G(o) mit einer prodiskreten Topologie, so dass G(o) zu
einer topologishen Gruppe wird:
Es gibt einen kanonishen Isomorphismus
G(o) ∼= Homo−Alg.(A, o) ∼= lim←−
n
Homo−Alg.(A, on) ∼= lim←−
n
G(on).
Versieht man G(on)mit der diskreten Topologie, so erhält man auf
∏
n≥1G(on)
die induzierte Produkttopologie und auf lim←−n
G(on) die induzierte Teilraumto-
pologie. Mittels des obigen Isomorphismus liefert das eine Topologie auf G(o).
Da G nah Voraussetzung glatt und damit insbesondere formell glatt über
o ist, ist ferner die Abbildung
HomSpec o(Spec on+1, G)→ HomSpec o(Spec on, G)
surjektiv, so dass alle Übergangsabbildungen G(on+1)→ G(on) surjektiv sind.
Nah Konstruktion des projektiven Limes sind damit alle Morphismen
G(o)→ G(on) ebenfalls surjektiv.
Mit diesen Vorbereitungen können wir nun eine Kategorie BXo ,D(G) de-
nieren:
2.1.3 Denition.
Für ein Modell X über Zp einer glatten und projektiven Kurve X über Qp
und einen Divisor D auf X deniere man BXo ,D(G) als die Kategorie der G-
Torseure P auf Xo = X⊗Zp o mit der folgenden Eigenshaft:
Für alle n ≥ 1 existiert ein Objekt π : Y → X von SX,D, so dass π
∗
nPn trivial
ist, d. h. als Gn-Torseur isomorph zu dem trivialen Torseur Yn ⊗on Gn ist.
Dabei sei πn : Yn → Xn der von π induzierte Morphismus.
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Im folgenden seien nun stets X eine glatte projektive Kurve über Qp, X ein
Modell von X über Zp und D ein Divisor auf X .
2.1.4 Bemerkung.
Für einen Morphismus f : X → X′ von Modellen über Zp der glatten und
projektiven Kurven X und X ′ über Qp und einen Divisor D′ auf X ′ induziert
der Pullbak-Funktor f ∗ für G-Torseure einen Funktor
f ∗ : BX′o ,D′(G)→ BXo ,f∗D′(G).
Beweis Es sei P ′ ∈ BX′o ,D′(G) und n ∈ N, n ≥ 1 beliebig. Dann existiert
nah Denition von BX′o ,D′(G) ein Objekt π
′ : Y ′ → X′ von SX′,D′, so dass
π′∗n P
′
n trivial ist.
Setzt man Y := Y ′×X′ X und bezeihnet π den von π
′
induzierten Morphis-
mus π : Y → X, so gilt für den G-Torseur P := f ∗P ′ auf X , dass π∗nPn trivial
ist. Da die Denition der Kategorie SX,D nah dem ersten Kapitel der Arbeit
verträglih mit Basiswehsel ist, ist π ∈ SX,D, wobei D das Urbild von D
′
auf
X ist, so dass P ∈ BXo ,f∗D′(G) gilt. 
Es sei nun x : SpecCp → X ein Cp-wertiger Punkt von X und P ein G-
Torseur über Xo. Dann induziert x einen Morphismus x˜ : SpecCp → X → X.
Da X eigentlih über Zp ist, existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus
x′ =: Spec o→ X,
so dass das Diagramm
SpecCp
ex
X
Spec o
x′
SpecZp
kommutiert. Dieser o-wertige Punkt x′ von X induziert wiederum einen ein-
deutig bestimmten Morphismus
xo : Speco→ Xo.
Für n ∈ N, n ≥ 1 setze man ferner xn := xo ◦ (Spec on → Spec o), so dass sih
Gruppen Pxo und Pxn durh Pxo := (x
∗
oP )(o) und Pxn := (x
∗
nP )(on) denieren
lassen.
Um auf Pxo bzw. Pxn Topologien zu denieren, benötigen wir das folgende
Lemma:
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2.1.5 Lemma.
Der G-Torseur x∗oP über der anen Basis Spec o ist an.
Beweis Da nah Voraussetzung G an über o ist, ist auh GXo an über
Xo. Also ist auh der Morphismus P ×Xo GXo → P an. Da nah Denition
eines Torseurs P ×Xo GXo isomorph zu P ×Xo P ist, ist dann auh P ×Xo P
an über P . Weil P nah Denition treuah und quasi-kompakt über Xo ist,
folgt mittels Desenttheorie aus dem kartesishen Diagramm
P ×Xo P P
P Xo,
dass P an über Xo ist. 
Nah Denition von xo und xn gilt ferner (x
∗
oP )n = x
∗
nP . Daraus folgt:
2.1.6 Lemma.
Es gilt Pxo = lim←−n
Pxn.
Beweis Nah Denition ist Pxo = (x
∗
oP )(o). Da nah Lemma 2.1.5 x
∗
oP an
über o ist, etwa x∗oP = SpecB, ist dies isomorph zu
Homo−Alg(B, o) = lim←−
n
Homo−Alg(B, on).
Da f(pnB) = 0 für jeden Morphismus von o-Algebren f : B → on gilt, fakto-
risiert jeder solher Morphismus f über B/pnB = B ⊗o on. Also ist
Homo−Alg(B, on) ∼= Hom0n−Alg(B ⊗o on, on).
Damit gilt unter Verwendung von (x∗oP )n = x
∗
nP :
Pxo
∼= lim←−
n
Hom0n−Alg(B ⊗o on, on)
∼= lim←−
n
(i∗n(x
∗
oP ))(on)
∼= lim←−
n
(x∗nP )(on) = lim←−
n
Pxn

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Versieht man nun Pxn für alle n jeweils mit der diskreten Topologie, so erhält
man auf Pxo eine prodiskrete Topologie. Dadurh wird Pxo zu einem topolo-
gishen Raum mit stetiger G(o)-Aktion. Dies liegt daran, dass, wie bereits
gesehen, in gleiher Weise G(o) = lim←−n
G(on) gilt, wobei G(on) bzw. G(o) mit
der diskreten bzw. der induzierten prodiskreten Topologie versehen wurden,
sowie an der Tatsahe, dass die Operationen von G(on) auf Pxn für die einzel-
nen n miteinander verträglih und jeweils auh mit der Operation von G(o)
auf Pxo verträglih sind.
Die Operation von G(on) bzw. G(o) auf Pxn bzw. Pxo lässt sih mit Hilfe
des folgenden Lemmas genauer beshreiben:
2.1.7 Lemma.
x∗oP ist ein trivialer Torseur für die étale Topologie und damit auh für die
fppf-Topologie.
Beweis Da o ein vollständiger lokaler Ring ist, ist nah [M, Propostion I.4.5℄
o und damit Spec o strikt henselsh.
Auÿerdem folgt für die Wahl ξ = Xo aus Satz 2.1.2, dass P auh ein Torseur
für die étale Topologie ist. Nah Lemma 1.1.9 ist dann auh x∗oP ein Torseur
für die étale Topologie und deniert also in eindeutiger Weise nah Satz 1.1.10
ein Element c(x∗oP ) ∈ H
1
e´t(Spec o, G). Nah [FK, Corollary I.1.19℄ ist aber
H1e´t(Spec o, G) = 0, also c(x
∗
oP ) = 0 und damit x
∗
oP trivial als étaler Torseur,
also auh trivial als Torseur für die fppf-Topologie. 
Damit operieren also G(o) bzw. G(on) jeweils einfah-transitiv auf Pxo bzw.
Pxn .
Es gilt nun:
2.1.8 Lemma.
Der G-Torseur x∗oP ist glatt über Spec o.
Beweis Da nah Voraussetzung G glatt über o ist, ist auh der Morphismus
x∗oP ×Spec o G → x
∗
oP glatt. Da nah Denition eines Torseurs x
∗
oP ×Spec o G
isomorph zu x∗oP ×Spec ox
∗
oP ist, ist dann auh x
∗
oP ×Spec ox
∗
oP glatt über x
∗
oP .
Weil x∗oP über Spec o nah Denition treuah und quasi-kompakt ist, folgt
mittels Desenttheorie aus dem kartesishen Diagramm
x∗oP ×o x
∗
oP x
∗
oP
x∗oP Spec o,
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dass xoP glatt über o ist. 
Da x∗oP also glatt und damit insbesondere formell glatt über o ist, ist die
Abbildung
HomSpeco(Spec on+1, x
∗
oP )→ HomSpec o(Spec on, x
∗
oP )
surjektiv, so dass alle Übergangsabbildungen x∗oP (on+1) → x
∗
oP (on) surjektiv
sind. Nah Konstruktion des projektiven Limes sind damit alle Morphismen
x∗oP (o)→ x
∗
oP (on) ebenfalls surjektiv.
Desweiteren seien die folgenden Kategorien deniert:
2.1.9 Denition.
Die Kategorie P(G(on)) sei für n ∈ N, n ≥ 1 wie folgt deniert:
Die Objekte sind Mengen mit einer einfah-transitiven Rehts-G(on)-Aktion;
die Morphismen sind G(on)-äquivariante Abbildungen.
Auÿerdem deniert man die Kategorie P(G(o)), indem man als Objekte to-
pologishe Räume mit einer einfah-transitiven und stetigen Rehts-G(o)-Ak-
tion und als Morphismen deren stetige G(o)-äquivariante Abbildungen wählt.
2.1.10 Lemma.
Es seien P1, P2 ∈ P(G(o)). Dann bestimmt die Wahl zweier Elemente p1 ∈ P1
und p2 ∈ P2 eine Bijektion
Φ: G(o)
∼
−→ MorP(G(o))(P1, P2)
g 7−→ (ϕg : P1 → P2, p1h 7→ p2gh).
Beweis Für alle g ∈ G(o) ist ϕg ein wohldeniertes Element von
MorP(G(o))(P1, P2), da G(o) einfah-transitiv auf P1 und P2 operiert.
Ist α ∈ MorP(G(o))(P1, P2), so folgt aus der Tatsahe, dass G(o) einfah-
transitiv auf P1 und P2 operiert, dass α = ϕα(p1) ist. Damit ist die Abbildung
Φ surjektiv.
Ist ferner ϕg = ϕg′ für zwei Elemente g ∈ G(o), so ist p2gh = p2g
′h für alle
h ∈ G(o) und damit g = g′, so dass Φ injektiv und also insgesamt bijektiv ist.
2.1.11 Bemerkung.
Die Topologie aufMorP(G(o))(P1, P2), die diesen Morphismus zu einem Homöo-
morphismus maht, ist unabhängig von der Wahl von p1 und p2. Ersetzt man
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beispielsweise p2 durh p
′
2, so existiert ein Element g
′ ∈ G, so dass p2 = p
′
2g
′
ist. Ist dann M ⊂ MorP(G(o))(P1, P2) oen bezüglih der Topologie für den
Fall der Wahl von p1 und p2, so ist Φ
′−1(M) = Φ−1(M)g′, wenn Φ′ die durh
p1 und p
′
2 induzierte Bijektion Φ
′ : G(o)
∼
−→ MorP(G(o))(P1, P2) ist, und damit
auh Φ′−1(M) eine oene Teilmenge von G(o), so dass M auh für den Fall
der Wahl von p1 und p
′
2 eine oene Teilmenge von MorP(G(o))(P1, P2) ist.
Auf analoge Weise sieht man, dass die auf MorP(G(o))(P1, P2) induzierte To-
pologie unabhängig von der Wahl von p1 ist.
Damit wird P(G(o)) zu einer topologishen Kategorie, d. h. für alle P1 und
P2 aus P(G(o)) ist MorP(G(o))(P1, P2) ein topologisher Raum und die Kom-
position von Morphismen ist stetig.
Es sei nun P ein G-Torseur in BXo ,D(G). Für alle n ≥ 1 wähle man dann
ein Objekt (π : Y → X) ∈ SgoodX,D , so dass π
∗
nPn trivial auf Yn ist. Dies geht nah
folgendem Satz:
2.1.12 Satz.
Ist P ein G-Torseur in BXo ,D(G), so existiert für alle n ≥ 1 ein Objekt
(π : Y → X) ∈ SgoodX,D , so dass π
∗
nPn trivial auf Yn ist.
Beweis Es sei P ein G-Torseur in BXo ,D(G). Nah Denition von BXo ,D(G)
existiert dann für alle n ≥ 1 ein Objekt (π : Y → X) ∈ SX,D, so dass π
∗
nPn trivi-
al auf Yn ist. Nah Korollar 1.2.8 existiert ein Objekt (π
′ : Y˜ → X) ∈ SgoodX,D , wel-
hes π dominiert, d. h. es gibt einen Morphismus ϕ : Y˜ → Y , so dass π ◦ϕ = π′
ist. Da π∗nPn trivial auf Yn ist, ist dann auh ϕ
∗π∗nPn trivial auf Y˜n, so dass
wegen π′ = ϕ ◦ π damit (π′)∗nPn trivial auf Y˜n ist. 
Man setze nun U = X − D und V = Y ⊗Zp Qp − π
∗D. Dann ist V eine
endlihe étale Überlagerung von U . Nah [Mu, 4.2℄ existiert somit ein Punkt
y ∈ V (Cp) über x ∈ U(Cp) und es gilt:
2.1.13 Lemma.
Die Pullbak-Abbildung
y∗n : Γ(Yn, π
∗
nPn)→ Γ(Spec on, y
∗
nπ
∗
nPn) = Pxn
ist ein Isomorphismus von Rehts-G(o)-Mengen.
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Beweis Es genügt zu zeigen, dass die Abbildung
y∗n : Γ(Yn,Yn×Spec onGn)→ Γ(Spec on, y
∗
n(Yn×Spec onGn)) = Γ(Spec on, Gn) = Gn(on)
bijektiv ist.
Aufgrund der universellen Eigenshaft des Faserprodukts hat man die fol-
genden kanonishen Bijektionen:
Γ(Yn,Yn ×Spec on Gn)
∼= MorSpec on(Yn, Gn)
∼= Homon−Alg(An,Γ(Yn,OYn))
Da π ∈ SgoodX,D ist und damit
Γ(Yn,OYn) = (λn)∗OYn(Spec on) = OSpec on(Spec on) = on
gilt, ist dies kanonish isomorph zu Homon−Alg(An, on) = Gn(on). Identiziert
man Γ(Yn,Yn×Spec onGn)mitGn(on), so wird die Abbildung y
∗
n zur Identität.
Damit kann nun für alle P ∈ BXo ,D(G) und für alle n ∈ N, n ≥ 1 ein Funktor
ρP,n : Π1(U)→ P(G(o))
konstruiert werden, wobei wie oben U = X −D sei:
Für jeden Cp-wertigen Punkt von U setze man ρP,n(x) := Pxn. Einem étalen
Weg γ von x ∈ U(Cp) nah x′ ∈ U(Cp) ordnet man ferner wie folgt einen
Morphismus ρP,n(γ) in P(G(o)) zu:
Man wählt zunähst ein Objekt (π : Y → X) ∈ SgoodX,D , so dass π
∗
nPn trivial auf
Yn ist. Dies ist möglih nah Satz 2.1.12. Auÿerdem wähle man einen Punkt
y ∈ V (Cp) über x ∈ U(Cp), wobei wie oben V = Y ⊗Zp Qp − π
∗
Qp
D sei. Ein
solher Punkt existiert nah [Mu, 4.2℄, da V eine endlihe étale Überlagerung
von X ist. Dann ist γy ein Cp-wertiger Punkt von V über x′, wobei γy das Bild
von y unter der Abbildung γV : Fx(V ) → Fx′(V ) ist. Mit Hilfe dieser Wahlen
lässt sih dann ρP,n(γ) als die Komposition
ρP,n(γ) : Pxn
(y∗n)
−1
−−−−→ Γ(Yn, π
∗
nGn)
(γy)∗n−−−→ Px′n
denieren.
Ähnlih wie in [DW1, 3℄ zeigt man:
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2.1.14 Lemma.
Der Morphismus ρP,n(γ) ist unabhängig von allen getroenen Wahlen und de-
niert einen Morphismus in P(G(on)).
Insgesamt erhält man also einen wohldenierten stetigen Funktor ρP,n von
Π1(X −D) in die Kategorie P(G(on)).
Beweis
(i) Als erstes soll gezeigt werden, dass ρP,n(γ) unabhängig von der Wahl des
Punktes y über x ist:
Dazu sei z ∈ V (Cp) ein weiterer Punkt über x.
Nah Theorem 1.2.14 existieren nun eine endlihe Gruppe G und ein G-
äquivarianter Morphismus π˜ : Y˜ → X, die ein Objekt in TgoodX,D denieren,
zusammen mit einem Morphismus ϕ : Y˜ → Y , so dass π˜ = π ◦ ϕ ist und
also π˜ das in der Konstruktion von ρP,n(γ) gewählte Element π ∈ S
good
X,D
dominiert. Insbesondere ist V˜ := Y˜ −π˜∗D ein G-Torseur auf U und damit
eine Galoisüberlagerung von U mit Gruppe G, wobei Y˜ die generishe
Faser von Y˜ bezeihnet. Wählt man nun zwei Cp-wertige Punkte y˜ und
z˜ von V über y bzw. z (die Punkte y˜ und z˜ existieren nah [Mu, 4.2℄), so
liegen die Punkte γy˜ und γz˜ über γy bzw. γz. Weil sowohl y˜ als auh z˜
über x liegen, existiert ein eindeutig bestimmtes Element σ ∈ G, so dass
σy˜ = z˜ ist und damit auh σy˜o = z˜o und σy˜n = z˜n für alle n ≥ 1 gilt.
Nah Konstruktion ist auÿerdem das folgende Diagramm kommutativ:
Pxn Γ(Yn, π
∗
nPn)
y∗n
∼
∼ϕ∗n
∼
(γy)∗n Px′n
Pxn Γ(Y˜n, π˜
∗
nPn)∼
ey∗n
∼
(γey)∗n Px′n
Also gilt:
(γy)∗n ◦ (y
∗
n)
−1 = (γy˜)∗n ◦ (y˜
∗
n)
−1
Analog sieht man:
(γz)∗n ◦ (z
∗
n)
−1 = (γz˜)∗n ◦ (z˜
∗
n)
−1
Wegen z˜ = σy˜ ist nun z˜∗n gleih der Komposition
Γ(Y˜n, π˜
∗
nPn)
σ∗
−→ Γ(Y˜n, π˜
∗
nPn)
ey∗n−→ Pxn.
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Dabei ist σ∗ der von σ induzierte Morphismus.
Aufgrund der Natürlihkeit von γ ist desweiteren γz˜ = σγy˜ und also
(γz˜)∗n = (γy˜)
∗
n ◦ σ
∗.
Also folgt:
(γz)∗n◦(z
∗
n)
−1 = (γz˜)∗n◦(z˜
∗
n)
−1 = (γy˜)∗n◦σ
∗◦(σ∗)−1◦(y˜∗n)
−1 = (γy)∗n◦(y
∗
n)
−1.
Dies zeigt, dass ρP,n unabhängig von der Wahl des Punktes y über x ist.
(ii) Als nähstes soll gezeigt werden, dass ρP,n niht von der Wahl der Über-
dekung π : Y → X abhängt:
Es sei daher π˜ : Y˜ → X ein weiteres Objekt aus SX,D, so dass π˜
∗
nPn ein
trivialer G-Torseur ist. Nah Korollar 1.2.8 existiert dann ein Element
π′ ∈ SgoodX,D , das sowohl π als auh π˜ dominiert. Ohne Beshränkung der
Allgemeinheit darf man somit annehmen, dass π˜ den Morphismus π do-
miniert. Mit den Notationen von oben wähle man einen Punkt y˜ ∈ V˜ (Cp)
über x und man setze y = ϕQp(y˜), wobei ϕQp : Y˜ → Y die induzierte
Abbildung auf den generishen Fasern ist. Es folgt ϕQp(γy˜) = γy und
aufgrund der Eigentlihkeit von Y und Y˜ über SpecZp gilt yo = ϕ(y˜o)
und (γy)o = ϕ((γy˜)o).
Damit erhält man dasselbe Diagramm wie oben. Also folgt:
(γy)∗n ◦ (y
∗
n)
−1 = (γy˜)∗n ◦ (y˜
∗
n)
−1
Dies zeigt, dass ρP,n unabhängig von der Wahl der trivialisierenden Über-
dekung π ∈ SgoodX,D ist.
(iii) Es ist klar, dass ρP,n(id) = id für den trivialen Weg id ∈ Iso(Fx, Fx) gilt.
Für Wege γ ∈ Iso(Fx, Fx′) und γ
′ ∈ Iso(Fx′ , Fx′′) sowie einen gewählten
Punkt y ∈ V (Cp) über x liegt der Punkt γy über x′ und es gilt daher
ρP,n(γ) = (γy)
∗
n ◦ (y
∗
n)
−1
und ρP,n(γ
′) = (γ′(γy))∗n ◦ ((γy)
∗
n)
−1
. Daraus
folgt: ρP,n(γ
′) ◦ ρP,n(γ) = ((γ
′ ◦ γ)(y))∗n ◦ (y
∗
n)
−1 = ρP,n(γ
′ ◦ γ). 
Mit Hilfe dieser Funktoren ρP,n können wir nun einen Funktor
ρP : Π1(U)→ P(G(o))
denieren:
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Für jeden Cp-wertigen Punkt von U setzt man ρP (x) = Pxo ; für einen étalen
Weg γ deniert man ρP (γ) als ρP (γ) = lim←−n
ρP,n(γ) : Pxo → Px′o .
Dies ergibt einen wohldenierten Funktor ρP , da man ähnlih wie im Beweis
von [DW1, Theorem 22℄ zeigt:
2.1.15 Lemma.
Die Familie von Abbildungen (ρP,n(γ))n≥1 deniert einen Morphismus zwishen
den projektiven Systemen (Pxn)n≥1 und (Px′n)n≥1.
Beweis Es genügt zu zeigen, dass die Abbildungen
ρP,n : Iso(Fx, Fx′)→ Homon(Pxn, Px′n)
ein projektives System bezüglih der kanonishen Projektionen
λn+1 : Homon+1(Pxn+1, Px′n+1)→ Homon+1(Pxn+1, Px′n+1)⊗on+1on = Homon(Pxn, Px′n)
bilden, so dass λn+1 ◦ ρP,n+1 = ρP,n ist.
Dazu wählt man für ein gegebenes n ≥ 1 ein Element (π : Y → X) ∈ SgoodX,D ,
so dass π∗n+1Pn+1 ein trivialer G-Torseur ist. Dann ist auh π
∗
nPn trivial. Für
einen Punkt y ∈ V (Cp) über x und einen étalen Weg γ ∈ Iso(Fx, Fx′) betrahte
man das folgende kommutierende Diagramm, wobei a und b die kanonishen
Abbildungen sind:
Spec on
yn
b
Yn
a
Spec on
b
(γy)n
Spec on+1
yn+1
Yn+1 Spec on+1.
(γy)n+1
Dieses Diagramm induziert wiederum folgendes kommutierendes Diagramm:
Pxn+1
b∗
Γ(Yn+1, π
∗
n+1Pn+1)
a∗
y∗n+1
∼
(γyn+1)∗
∼ Px′n+1
b∗
Pxn Γ(Yn, π
∗
nPn)y∗n
∼
(γyn)∗
∼ Pxn.
Die Abbildungen b∗ sind gerade die kanonishen Reduktionsabbildungen von
den topologishen Räumen mit stetiger G(on+1)-Aktion Pxn+1 bzw. Px′n+1 zu
den topologishen Räumen mit stetiger G(on)-Aktion Pxn bzw. Px′n . Damit ist
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die Abbildung ρP,n(γ) = (γy)
∗
n ◦ (y
∗
n)
−1
die Reduktion modulo pn der Abbil-
dung ρP,n+1(γ) = (γy)
∗
n+1 ◦ (y
∗
n+1)
−1
. 
Man bemerke, dass man für einen fest gewählten Punkt x ∈ U(Cp) einen
stetigen Homomorphismus ρP : π1(U, x)→ AutP(G(o))(Pxo) erhält.
Bezeihnet man mit Reppi1(U)(G(o)) die Kategorie der stetigen Funktoren
von π1(U) nah P(G(o)), so erhält man insgesamt einen Funktor
ρ : BXo,D(G)→ Reppi1(U)(G(o)),
indemman ein Objekt P aus BXo,D(G) auf ρP und einen Morphismus f : P → P
′
auf die Familie (fxo)x∈U(Cp) abbildet. Dabei sei fxo : Pxo → P
′
xo die Abbildung
fxo = (x
∗
of)(o).
Dies ergibt einen wohldenierten Funktor, da die Familie von Morphismen
topologisher Räume mit stetiger G(o)-Aktion
fxo = x
∗
of : Pxo → P
′
xo , x ∈ U(Cp) = ObjΠ1(U)
eine natürlihe Transformation von ρP nah ρP ′ deniert, die mit ρf bezeihnet
werde:
Sei nämlih γ ∈ MorΠ1(U)(x, x
′) ein étaler Weg. Dann existiert nah Korollar
1.2.8 für alle n ≥ 1 ein Element π : Y → X in SgoodX,D , so dass sowohl π
∗
nPn als
auh π∗nP
′
n triviale Torseure sind.
Es bezeihne nun fn die Reduktion von f modulo p
n
und man setze fxn := x
∗
n(f).
Auÿerdem wähle man einen Punkt y über x und deniere y′ := γy. Dann zeigt
das kommutierende Diagramm
Pxn
fxn P ′xn
Γ(Yn, π
∗
nPn)
y∗n ∼
Γ(Yn,pi∗nfn)
(y′n)
∗ ∼
Γ(Yn, π
∗
nP
′
n)
y∗n∼
(y′n)
∗∼
Px′n
fx′n P ′x′n,
dass fx′n ◦ρP,n(γ) = ρP ′,n(γ)◦fxn gilt. Mittels Übergang zum projektiven Limes
erhält man fx′o ◦ ρP (γ) = ρP ′(γ) ◦ fxo . Also ist ρf = (fxo ) ein Morphismus von
ρP zu ρP ′.
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2.2 Ausdehnung auf Prinzipalbündel über XCp
Für die Denition des Paralleltransports interessiert man sih eigentlih eher
für Torseure auf XCp als auf Xo für ein bestimmtes Modell X, wie wir das
bislang getan haben. Deshalb denieren wir wie in [DW3℄:
2.2.1 Denition.
Für ein glattes und anes Gruppenshema G von endliher Präsentation über
o deniert man die Kategorie BXCp ,D(G) als die volle Unterkategorie aller G-
Rehtstorseure (d. h. GXCp -Torseure) P auf XCp mit der folgenden Eigenshaft:
Es gibt ein Modell X von X über Zp und einen G-Torseur P˜ auf Xo, der zu
der Kategorie BXo ,D(G) gehört, so dass die G-Torseure P und j
∗P˜ über XCp
isomorph sind, wobei j : XCp → Xo die kanonishe Immersion sei.
Insgesamt erhält man damit aus der obigen Konstruktion zusammen mit
den gleihen Argumenten wie im Vektorbündelfall einen Funktor
ρ : BXCp ,D(G)→ Reppi1(U)(G(Cp))
in die Kategorie der stetigen Funktoren von π1(U) in die Kategorie P(G(Cp))
der topologishen Räume mit einer einfah-transitiven und stetigen G(Cp)-
Aktion von rehts:
Für ein Objekt P von BXCp ,D(G) deniere man den stetigen Funktor
ρ(P ) = ρP : Π1(U)→ P(G(Cp))
wie folgt:
Für x ∈ U(Cp) = ObjΠ1(U) setze man ρP (x) = Px = x∗P . Zum anderen
deniert man für zwei Punkte x, x′ ∈ U(Cp) die stetige Abbildung
ρP = ρP,x,x′ : MorΠ1(U)(x, x
′)→ HomCp(Px, Px′)
durh ρP (γ) = ψ
−1
x′ ◦ (ρ eP (γ)⊗o Cp) ◦ ψx.
Dabei sei X ein gewähltes Modell von X über Zp und P˜ ein G-Torseur
in der Kategorie BXo ,D(G) zusammen mit einem Isomorphismus ψ : P → j
∗P˜
von G-Torseuren über XCp, wobei j : XCp → Xo die kanonishe Immersion sei.
Auÿerdem ist ψx die Faserabbildung
ψx = x
∗(ψ) : Px
∼
−→ (j∗P˜ )x = P˜xo ⊗oCp = P˜xo ⊗Z Q.
Für einen Morphismus f : P → P ′ in BXCp ,D(G) ist der Morphismus
ρ(f) = ρf : ρP → ρP ′
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gegeben durh die Familie von Abbildungen fx = x
∗(f) : Px → Px′ für alle
x ∈ U(Cp).
Dass die Denition des Funktors unabhängig von den getroenen Wahlen,
d. h. von der Wahl des Modells X und des G-Torseurs P˜ ∈ BXo,D(G), ist, folgt
dabei aus den analogen Resultaten zu [DW1, Proposition 26℄ und [DW1, Pro-
position 27℄:
Es sei α : X → X′ ein Morphismus von Modellen über Zp der glatten und
projektiven Kurven X bzw. X ′ über Qp und D′ ein Divisor auf X ′. Man setze
auÿerdem U ′ = X ′ − D′ und U = X − α∗D′. Dann deniert die generishe
Faser von α einen Funktor
A(α) : RepΠ1(U ′)(G(o))→ RepΠ1(U)(G(o))
wie folgt:
Für ein Objekt Γ ∈ RepΠ1(U ′)(G(o)) deniert man A(α)(Γ) als die Kompo-
sition von Funktoren
A(α)(Γ) : Π1(U)
α∗−→ Π1(U
′)
Γ
−→ P(G(o)).
Für einen Morphismus f : Γ1 → Γ2 in der Kategorie RepΠ1(U ′)(G(o)), der durh
die Familie von Abbildungen fx′ : Γ1x′ → Γ2x′ für x
′ ∈ U ′(Cp) gegeben ist,
denieren wir A(α)(f) als die Familie von Abbildungen
A(α)(Γ1)x = Γ1,α(x)
fα(x)
−−−→ Γ2,α(x) = A(α)(Γ2)x.
Dies deniert den gewünshten Funktor A(α). Ist α′ : X′ → X′′ ein weiterer
Morphismus von Modellen über Zp der glatten und projektiven Kurven X ′
bzw. X ′′ über Qp, so gilt A(α′ ◦ α) = A(α) ◦ A(α′).
Als analoges Resultat zu [DW1, Proposition 26℄ erhält man in der so gege-
benen Situation:
2.2.2 Satz. (vgl. [DW3, Proposition 3℄)
Es seien die obigen Notationen gegeben. Dann induziert das Pullbak entlang α
einen Funktor α∗ : BX′o ,D′(G)→ BXo ,α∗D′(G) und das folgende Diagramm von
Kategorien und Funktoren kommutiert (bis auf kanonishe Isomorphismen):
BX′o ,D′(G)
ρ
α∗
RepΠ1(U ′)(G(o))
A(α)
BXo ,α∗D(G)
ρ
RepΠ1(U)(G(o)).
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Insbesondere gilt für alle P˜ ∈ BX′o ,D′, dass ρα∗ eP = ρ eP ◦ α∗ als Funktoren von
Π1(U) nah P(G(o)) gilt.
Beweis Der Beweis ist wortwörtlih derselbe wie der von [DW1, Proposition
26℄, wenn man E durh P˜ , Vektorbündel durh G-Torseur, die Kategorien
BX′o ,D′ und BXo ,α∗D′ durh die Kategorien BX′o ,D′(G) bzw. BXo ,α∗D′(G) und
den Verweis auf [DW1, Proposition 9℄ durh den auf Bemerkung 2.1.4 ersetzt.

Insbesondere erhält man also für jeden Morphismus f : X → X′ von Mo-
dellen von X über Zp, der auf der generishen Faser die Identität ist, ein
kommutatives Diagramm
BX′o ,D(G)
f∗
ρ
BXo ,D(G)
ρ
RepΠ1(U)(G(o)) .
Zusammen mit dem kanonishen Funktor
RepΠ1(U)(G(o))⊗Q→ RepΠ1(U)(G(Cp))
ergibt dieses das folgende kommutative Diagramm:
BX′o ,D(G)⊗Q
f∗
ρ
BXo ,D(G)⊗Q
ρ
RepΠ1(U)(G(Cp)) .
Zusammen mit dem folgenden Resultat in Analogie zu [DW1, Proposition 27℄
erhält man daraus, dass der obige Funktor
ρ : BXCp ,D(G)→ RepΠ1(U)(G(Cp))
wohldeniert ist:
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2.2.3 Satz.
Es sei X eine glatte und projektive Kurve über Qp mit Modellen X1 und X2 über
Zp. Dann existiert ein drittes Modell X3 von X zusammen mit Morphismen
X1
p1
←− X3
p2
−→ X2,
die auf den generishen Fasern nah ihrer Identikation mit X jeweils die
Identität ergeben. Für jeden Divisor D auf X hat man das folgende kommuta-
tive Diagramm von volltreuen Funktoren
BX1o ,D(G)⊗Q
p∗1
j∗
X1o
BX3o ,D(G)⊗Q
j∗
X3o
BXCp ,D(G),
BX2o ,D ⊗Q
p∗2 j
∗
X2o
.
wobei jXio : XCp → Xio für i ∈ {1, 2, 3} jeweils die kanonishe Immersion be-
zeihne.
Beweis Der Beweis ist wortwörtlih derselbe wie der von [DW1, Proposition
27℄, wenn man wie oben E durh P˜ und die Kategorien BXo ,D und BXCp ,D
durh die Kategorien BXo ,D(G) bzw. BXCp ,D(G) ersetzt. 
2.3 Verkleben der Funktoren ρP
Im folgenden soll nun erläutert werden, wie die Funktoren
ρP : BXCp ,D(G)→ P(G(Cp))
verklebt werden können, wenn P ein G-Torseur auf XCp ist, der zu den Kate-
gorien BXCp ,D(G) für vershiedene Divisoren D gehört.
Als erstes benötigen wir dazu das folgende Seifert-van Kampen-Theorem,
das wir aus [DW1℄ zitieren:
2.3.1 Satz. ([DW1, Proposition 34℄)
Es seien U1 und U2 zwei oene Untershemata einer Kurve X sowie
i1 : U1 ∩ U2 →֒ U1, i2 : U1 ∩ U2 →֒ U2,
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und
j1 : U1 →֒ U1 ∪ U2, j2 : U2 →֒ U1 ∪ U2
die zugehörigen oenen Immersionen, die das kommutierende Diagramm étaler
Fundamentalgruppoide
Π1(U1 ∩ U2)
i1∗
i2∗
Π1(U1)
j1∗
Π1(U2)
j2∗
Π1(U1 ∪ U2)
liefern.
Dann existiert für jede Hausdorsh-topologishe Kategorie C und alle steti-
gen Funktoren ρ1 : Π1(U1) −→ C und ρ2 : Π1(U2) −→ C, für die ρ1 ◦ i1∗ = ρ2 ◦ i2∗
gilt, ein eindeutig bestimmter stetiger Funktor
ρ : Π1(U1 ∪ U2) −→ C,
so dass die Relationen ρ ◦ j1∗ = ρ1 und ρ ◦ j2∗ = ρ2 gelten.
Damit können wir zeigen:
2.3.2 Korollar.
Es seien D1 und D2 zwei Divisoren auf X und man setze U1 = X − D1 und
U2 = X −D2. Ferner sei P ein G-Torseur auf X, der sowohl zu BXCp ,D1(G)
als auh BXCp ,D2(G) gehöre, und es seien ρ
1
P bzw. ρ
2
P die dazu konstruierten
stetigen Funktoren Π1(Ui)→ P(G(Cp)) (i = 1, 2).
Dann existiert ein eindeutig bestimmter stetiger Funktor
ρP : Π(U1 ∪ U2)→ P(G(Cp)),
der auf Π1(Ui) für i = 1, 2 die Funktoren ρ
i
P induziert.
Beweis DaG(o) versehen mit der prodiskreten Topologie ein Hausdor-Raum
ist, ist für zwei Objekte P1 und P2 aus P(G(o)) nah Denition der Topologie
auf MorP(G(o))(P1, P2) diese Menge mit ihrer Topologie ein Hausdor-Raum,
so dass die Aussage aus Satz 2.3.1 folgt. 
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2.4 Funktorialitäten und Vergleih mit dem
Vektorbündelfall
In diesem Abshnitt stellen wir einige Resultate zusammen, die in [DW3℄ oh-
ne Beweis genannt werden und die zeigen, dass die konstruierten Funktoren
BXo ,D(G) → RepΠ1(U)(G(o)) und BXCp ,D(G) → RepΠ1(U)(G(Cp)) jeweils mit
vielen natürlihen Operationen verträglih sind und in kanonisher Weise die
im Falle der Vektorbündel konstruierten Funktoren ausehnen.
Als erstes zeigen wir die Verträglihkeit mit Galoiskonjugation:
Für einen Qp-Automorphismus σ von Qp deniert die Galoiskonjugation
einen Funktor σ∗ von der Kategorie der G-Torseure auf Xo in die der
σG-
Torseure auf
σXo, der jedem G-Torseur E auf Xo den
σG-Torseur σE auf σXo
zuordnet. Dabei ist
σX = X⊗Zp,σZp und damit (
σX)o = Xo⊗o,σ o. Man beahte
ferner, dass
σEn durh das Element
σπ ∈ SσXo ,σD trivialisiert wird, wenn En
durh das Element π ∈ SXo ,D trivialisiert wird, so dass die Galoiskonjugation
insgesamt einen Funktor
σ∗ : BXo ,D(G)→ BσXo ,σD(
σG)
liefert. Es ist klar, dass (στ)∗ = σ∗τ∗ und id∗ = id gilt.
Andererseits lässt sih ein Funktor
σ∗ : P(G(o))→ P(
σG(o))
mit denselben Eigenshaften wie folgt denieren:
Indem man einen Shnitt s ∈ G(o) auf den Shnitt
σ ◦ s ◦ σ−1 = σ ◦ s ◦ spec σ ∈ σG(o)
abbildet, erhält man einen Isomorphismus topologisher Räume
σ : G(o)
∼
−→ σG(o).
Für einen G(o)-Raum Z in der Kategorie P(G(o)) deniert man nun σ∗(Z)
in der Kategorie P(σG(o)) als den topologishen Raum Z zusammen mit der
induzierten Aktion von
σG, die durh z · g := z(σ
−1
g) für alle z ∈ Z und alle
g ∈ σG(o) gegeben ist. Mit σ : Z → σZ sei die Identitätsabbildung auf den
unterliegenden topologishen Räumen bezeihnet. Setzen wir noh σ∗(ϕ) = ϕ
auf der Ebene der Morphismen, so erhält man insgesamt den gewünshten
wohldenierten Funktor
σ∗ : P(G(o))→ P(
σG(o)).
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Auÿerdem betrahten wir die Wirkung der Galoiskonjugation auf die steti-
gen Funktoren von Π1(U) in die Kategorie P(G(o)), die in der Kategorie
RepΠ1(U)(G(o)) liegen, wobei wir wie folgt einen Funktor
Cσ : RepΠ1(U)(G(o))→ RepΠ1(σU)(
σG(o))
erhalten:
Für Objekte Z : Π1(U)→ P(G(o)) setzt man Cσ(Z) := σ∗◦Z◦σ
−1
∗ , für Mor-
phismen f : Z → Z ′ in RepΠ1(U)(G(o)) deniert man Cσ(f) als
Cσ(f) := (σ ◦ fx ◦ σ
−1)x∈U(Cp). Wie oben hat man kanonishe Isomorphismen
Cτσ = Cτ ◦ Cσ und Cid = id.
Mit diesen Denitionen gilt nun das folgende Resultat in Analogie zu [DW1,
Proposition 25℄:
2.4.1 Satz.
In der gegebenen Situation ist das Diagramm
BXo ,D(G)
ρX
σ∗
RepΠ1(U)(G(o))
Cσ
BσXo ,D(
σG)
ρ
σX
RepΠ1(σU)(
σG(o))
von Kategorien und Funktoren bis auf kanonishe Isomorphismen von Funkto-
ren kommutativ.
Insbesondere gilt ρσP = σ∗◦ρP◦σ
−1
∗ als Funktoren von Π1(
σU) nah P(σG(o))
für jeden G-Torseur P ∈ BXo ,D(G).
Beweis Es werde zunähst die Kommutativität des Diagramms auf Ebene
der Objekte nahgeprüft:
Sei also P ∈ BXo ,D(G). Dann ist zu zeigen, dass
ρσP = Cσ(ρP ) = σ∗ ◦ ρP ◦ σ
−1
∗
als Funktoren von Π1(
σU) nah P(σG(o)) gilt.
Für ein Objekt x ∈ σU(Cp) folgt aus den obigen Denitionen und denen
in 1.3, insbesondere aus der Tatsahe, dass Galoiskonjugation mit Pullbak
vertausht und also (σP )xo = σ∗(P(σ−1(x))o ) gilt, dass
(σP )xo = (σ∗ ◦ ρP ◦ σ
−1
∗ )(x)
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ist und also
ρσP (x) = (σ∗ ◦ ρP ◦ σ
−1
∗ )(x)
gilt.
Ist γ ein étaler Weg in Π1(
σU) von x nah x′, so folgt ebenfalls aus den
genannten Denitionen, dass
ρσP (γ) = (σ∗ ◦ ρP ◦ σ
−1
∗ )(γ)
und also insgesamt
ρσP = Cσ(ρP ) = σ∗ ◦ ρP ◦ σ
−1
∗
gilt.
Es bleibt noh zu zeigen, dass
(ρ
σX ◦ σ∗)(ϕ) = Cσ(ρ
X(ϕ)) = (σ ◦ ϕx ◦ σ
−1)x∈U(Cp)
für jeden Morphismus ϕ : P → P ′ in BXo ,D(G) gilt, was ebenfalls mit etwas
Shreibaufwand direkt aus den obigen Denitionen der Funktoren und 1.3.
folgt. 
2.4.2 Bemerkung.
Ist K eine algebraishe Erweiterung von Qp in Qp und sind X, X,D und G
bereits über oK bzw. K deniert, so können
σX, σX, σD und σG über Zp bzw.
Qp bzw. o für alle σ ∈ Gal(Qp/K) mit X, X,D bzw. G identiziert werden. In
diesem Fall kommutiert dann der Funktor
ρ : BXo ,D(G)→ RepΠ1(U)(G(o))
mit den Aktionen von Gal(Qp/K) auf X, X,D und G vermittels σ∗ und Cσ.
Als nähstes sei daran erinnert, dass nah Satz 2.2.2 die Konstruktion des
Funktors
BXo ,D(G)→ RepΠ1(U)(G(o))
mit dem Wehsel der Kurve X und ihres Modells X verträglih ist, d.h. mit
Morphismen α : X → X′ über Zp von Modellen der glatten und projektiven
Kurven X bzw. X ′ über Qp vertausht.
Gleihes gilt für den Wehsel des Gruppenshemas G:
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Es sei ϕ : G → G′ ein Morphismus glatter, aner Gruppenshemata von
endliher Präsentation über o. Dann ist für jeden G-Torseur P auf einem o-
Shema ξ die fppf-Garbe ϕ∗P = P ×
G G′ auf ξ ein Garbentorseur unter G′
und damit nah [M, Theorem III.4.3a)℄ ein G′-Torseur, da G′ als an gegeben
ist. Setzt man für jeden Morphismus α : P → P ′ von G-Torseuren auf ξ den
induzierten Morphismus ϕ∗P → ϕ∗P
′
von G′-Torseuren als ϕ∗(α), so erhält
man einen wohldenierten Funktor ϕ∗ von der Kategorie der G-Torseure auf
ξ in die Kategorie der G′-Torseure auf ξ.
Nah Konstruktion gilt
f ∗ϕ∗(P ) = ϕ∗(f
∗(P ))
für jeden Morphismus f : ξ˜ → ξ von o-Shemata. Daraus folgt, dass sih ϕ∗ zu
einem Funktor
ϕ∗ : BXo ,D(G)→ BXo ,D(G
′)
einshränkt.
Auÿerdem erhält man einen Funktor
ϕ∗ : P(G(o))→ P(G
′(o)),
indem man einen G(o)-Raum Z auf den G′(o)-Raum ϕ∗(Z) = Z ×
G(o) G′(o)
und jeden Morphismus Z → Z ′ auf den induzierten Morphismus ϕ∗Z → ϕ∗Z
′
abbildet.
Shlieÿlih deniert man noh einen Funktor
ϕ∗ : RepΠ1(U)(G(o))→ RepΠ1(U)(G
′(o)),
indem man ein Objekt Z auf ϕ∗ ◦ Z und jeden Morphismus f = (fx) auf
(ϕ∗(fx)) abbildet.
Mit diesen Denitionen ndet man das folgende Resultat:
2.4.3 Satz.
In der gegebenen Situation ist das Diagramm
BXo ,D(G)
ρX
ϕ∗
RepΠ1(U)(G(o))
ϕ∗
BXo ,D(G
′)
ρX
RepΠ1(U)(G
′(o))
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von Kategorien und Funktoren bis auf kanonishe Isomorphismen von Funkto-
ren kommutativ.
Insbesondere gilt ρϕ∗P = ϕ∗ ◦ρP als Funktoren von Π1(U) nah P(G
′(o)) für
jeden G-Torseur P ∈ BXo ,D(G).
Beweis Es sei P ∈ BXo ,D(G). Dann gilt
(ϕ∗ ◦ ρ)(P )(x) = (ϕ∗ ◦ ρP )(x) = Pxo ×
G(o) G′(o) = (x∗oP (o))×
G(o) G′(o)
und
(ρ ◦ ϕ∗)(P )(x) = ρP×GG′(x) = (P ×
G G′)xo = (x
∗
oP )(o)
für alle x ∈ Π1(U) jeweils als topologishe Räume mit einer einfah-transi-
tiven und stetigen Aktion von G′(o) von rehts. Weil Pullbak unter xo mit
der Bildung des eingeshränkten Produktes vertausht und für ein o-Shema
A gilt, dass (A ×G G′)(o) und A(o) ×G(o) G′(o) als topologishe Räume mit
einer einfah-transitiven und stetigen Aktion von G′(o) von rehts kanonish
isomorph sind, folgt damit
(ϕ∗ ◦ ρ)(P )(x) = (ρ ◦ ϕ∗)(P )(x)
für alle x ∈ Π1(U).
Aus demselben Argument folgt für jeden étalen Weg γ von x nah x′ in
Π1(U), dass
(ϕ∗ ◦ ρ)(P )(γ) = ϕ∗(ρP (γ)) = ρP×GG′(γ) = (ρ ◦ ϕ∗)(P )(γ)
gilt.
Also gilt auf Ebene der Objekte
(ρ ◦ ϕ)(P ) = (ϕ∗ ◦ ρ)(P )
für alle P ∈ BXo ,D(G).
Es sei nun α : P → P ′ ein Morphismus in BXo ,D(G). Dann ergibt sih wieder-
um aus der Tatsahe, dass die Bildung des eingeshränkten Produkts _×GG′
mit Pullbak vertausht, dass
(ρ ◦ ϕ∗)(α) = ((α×
G G′)xo )x∈U(Cp) = (ϕ∗(αxo))x∈U(Cp) = (ϕ∗ ◦ ρ)(α)
gilt, so dass insgesamt die Kommutativität des Diagramms folgt. 
Mittels einer ähnlihen Konstruktion kann man zudem von G-Torseuren zu
Vektorbündeln wehseln:
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Dazu sei Γ ein freier o-Modul von endlihem Rang und Γ der assoziierte ane
Raum über Spec o. Dann versteht man unter einer algebraishen Darstellung
von G auf Γ einen Homomorphismus von o-Gruppenshemata
G→ Gl(Γ).
Im folgenden shreiben wir kurz Γ für diese Darstellung und denieren RepG(o)
und RepG(o)(o) als die Kategorie der algebraishen bzw. stetigen Darstellungen
von G bzw. G(o) auf freien o-Moduln von endlihem Rang.
Für jeden G-Torseur P auf einem o-Shema ξ ist dann die fppf-Garbe
E = P ×G Γ ein Vektorbündel auf ξ. Diese Konstruktion ist funktoriell in P
und der Darstellung Γ; für einen Morphismus f : ξ˜ → ξ gilt
f ∗(P ×G Γ) = f ∗P ×G Γ.
Unter Verwendung der Notation aus [DW1℄ folgt daraus, dass sih _×G Γ zu
einem Funktor
_×G Γ : BXo ,D(G)→ BXo ,D
einshränkt, so dass man einen Bifunktor
_×G _ : BXo ,D(G)×RepG(o)→ BXo ,D
erhält. (Wie in [DW1℄ ist dabei BXo ,D die Kategorie aller Vektorbündel E auf
Xo mit der Eigenshaft, dass für alle n ∈ N ein Element π ∈ SX,D existiert, so
dass π∗nE trivial ist.)
Andererseits gibt es einen Bifunktor
_×G(o) _ : RepΠ1(U)(G(o))× RepG(o)(o)→ RepΠ1(U)(o),
der wie folgt deniert ist:
Ein Paar (Z,Γ) aus einem stetigen Funktor Z : Π1(U)→ P(G(o)) und einer
stetigen Darstellung von Γ auf G(o) wird unter _ ×G _ auf den wie folgt
denierten Funktor
Z ×G(o) Γ: Π1(U)→ Modo
abgebildet:
Für x ∈ U(Cp) = Π1(U) setzt man (Z ×G(o) Γ)(x) = Z(x) ×G(o) Γ. Für
einen étalen Weg γ von x nah x′ deniert man (Z×G(o) Γ)(γ) als die o-lineare
Abbildung von Z(x) ×G(o) Γ nah Z(x′) ×G(o) Γ, die durh die stetige G(o)-
lineare Abbildung Z(γ) : Z(x)→ Z(x′) induziert wird.
Morphismen in RepΠ1(U)(G(o)) bzw. RepG(o)(o) werden in oensihtliher
Weise abgebildet.
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Wie in [DW1℄ ist dabei RepΠ1(U)(o) die o-lineare Kategorie von stetigen
Funktoren von Π1(U) in die Kategorie der freien o-Modulen von endlihem
Rang.
2.4.4 Satz.
In der obigen Situation kommutiert das folgende Diagramm:
BXo ,D(G)× RepG(o)
_×G_
ρ×nat
BXo ,D
ρ
RepΠ1(U)(G(o))× RepG(o)(o)
_×G(o)_
RepΠ1(U)(o).
Insbesondere gilt
ρP×GΓ = ρP ×
G(o) Γ
als Funktoren von Π1(U) nah Modo für alle P ∈ BXo ,D(G) und Γ ∈ RepG(o).
Beweis Auf Ebene der Objekte ist zu zeigen, dass
ρP×GΓ = ρP ×
G(o) Γ
als Funktoren von Π1(U) nah Modo für alle P ∈ BXo ,D(G) und Γ ∈ RepG(o)
gilt.
Ist also x ∈ U(Cp), so folgt aus der Relation (P ×G Γ)xo = Pxo ×
G(o)
Γ, dass
(ρP ×
G(o)
Γ)(x) = ρP×GΓ(x) gilt.
Ist ferner γ ein étaler Weg von x nah x′ in Π1(U), so folgt aus der genann-
ten Relation, dass die Abbildung (P ×G Γ)xo → (P ×
G
Γ)x′o gleih der von
Pxo → Px′o induzierten o-linearen Abbildung von Pxo ×
G(o)
Γ nah Px′o ×
G(o)
Γ
ist, woraus (ρP ×
G(o)
Γ)(γ) = ρP×GΓ(γ) folgt.
Mit den gleihen Überlegungen sieht man, dass die Funktoren ρ ◦_×G _
und _×G(o) _ ◦ (ρ× nat) auh auf Morphismen in BXo,D(G) bzw. in RepG(o)
übereinstimmen. 
2.4.5 Bemerkung.
Zu jedem gegebenen G-Torseur P in BXo ,D(G) erhält man mittels des Bifunk-
tors _×G_ ein Vektorbündel in BXo ,D für jede algebraishe Darstellung Γ von
G. Der vorangehende Satz zeigt somit, wie man den Paralleltransport entlang
étaler Wege zwishen den Fasern des Vektorbündels über den Paralleltransport
des Torseurs berehnen kann.
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Im folgenden erklären wir kurz, wie wir ein Gln-Prinzipalbündel in
BXo ,D(Gln) aus einem Vektorbündel vom Rang n in BXo ,D erhalten. Ist E
ein Vektorbündel vom Rang n auf einem Shema ξ, so ist die fppf-Garbe
Isoξ(E,Anξ ) der lokalen Isomorphismen von E zu dem trivialen Vektorbün-
del Anξ auf ξ ein Rehts-Garbentorseur unter Gln,ξ. Da Gln,ξ an über ξ ist,
ist dieser Garbentorseur durh einen Gln-Torseur P(E) darstellbar, das soge-
nannte Rahmenbündel von E. Ordnet man jedem Morphismus E → E ′ den
induzierten Morphismus Isoξ(E,Anξ ) → Isoξ(E
′,Anξ ) zu, so erhält man einen
wohldenierten Funktor P von der Kategorie der Vektorbündel vom Rang n
auf ξ in die Kategorie der Gln-Torseure auf ξ. Aufgrund der Konstruktion des
Funktors gilt f ∗P(E) = P(f ∗E) für jeden Morphismus f : ξ˜ → ξ in funkto-
rieller Weise. Daraus folgt, dass sih P zu einem Funktor von der vollen Un-
terkategorie B
(n)
Xo ,D
der Vektorbündel vom Rang n in BXo ,D in die Kategorie
BXo ,D(Gln) einshränkt.
Auf der anderen Seite denieren wir einen Funktor P von der vollen Unter-
kategorie RepnΠ1(U)(o) von RepΠ1(U)(o), die aus den Darstellungen vom Rang n
besteht, nah RepΠ1(U)(Gln(o)) wie folgt:
Für ein Objekt Γ aus RepnΠ1(U)(o), d. h. einen stetigen Funktor
Γ : Π1(U)→ Mod
(n)
o ,
deniert man den stetigen Funktor
P(Γ) : Π1(U)→ P(G(o)),
indem man P(Γ)(x) = Isoo(Γ(x), o
n) für jeden Punkt x ∈ U(Cp) setzt, wobei
Isoo(Γ(x), o
n) mit der in natürliher Weise induzierten Topologie und der Ak-
tion von Gln(o) von rehts versehen sei. Für einen étalen Weg γ von x nah x
′
setzt man
P(Γ)(γ) = (Γ(γ)−1)∗ : Isoo(Γ(x), o
n)→ Isoo(Γ(x
′), on), ϕ 7→ ϕ ◦ Γ(γ)−1,
so dass man insgesamt einen wohldenierten Funktor P(Γ) erhält.
Diese Denition des Funktors P auf der Ebene der Objekte setzt sih in
natürliher Weise auf Morphismen α : Γ → Γ′ in Rep
(n)
Π1(U)
(o) fort, indem
man die von α induzierte Abbildung von Isoo(Γ(x), o
n) nah Isoo(Γ
′(x), on)
für alle x ∈ U(Cp) als P(α)(x) deniert, was eine natürlihe Transformation
P(α) : P(Γ)→ P(Γ′) liefert.
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2.4.6 Satz.
In der gegebenen Situation ist das Diagramm
B
(n)
Xo ,D
ρX
P
Rep
(n)
Π1(U)
(o)
P
BXo ,D(Gln)
ρX
RepΠ1(U)(Gln(o))
von Kategorien und Funktoren bis auf kanonishe Isomorphismen von Funkto-
ren kommutativ.
Insbesondere gilt ρP(E) = P(ρE) für jedes Vektorbündel E vom Rang n
in BXo ,D. Damit sind für alle x ∈ U(Cp) die Darstellungen von Π1(U) auf
P(E)x = Isoo(Exo , o
n) vermittels ρP(E) und vermittels γ 7→ (ρE(γ)
−1)∗ gleih.
Beweis Es sei E ∈ B
(n)
Xo ,D
. Dann gilt
(P ◦ ρ)(E)(x) = P(ρE)(x) = Isoo(ρE(x), o
n) = Isoo(Exo , o
n)
sowie
(ρ ◦P)(E)(x) = ρP(E)(x) = (P(E))xo = (IsoXo(E,A
n
Xo
))xo
jeweils für alle x ∈ U(Cp). Da per Denition die Bildung von Iso(_,_) mit der
Bildung der globalen Shnitte vertausht und wie oben gesehen der Funktor P
verträglih mit Pullbak ist, stimmen damit (P ◦ ρ)(E)(x) und (ρ ◦ P)(E)(x)
für alle x ∈ U(Cp) miteinander überein.
Ist nun γ ein étaler Weg von x nah x′ und ϕ ∈ Isoo(Exo , o
n), so gilt einerseits
P(ρE)(γ)(ϕ) = ϕ ◦ (ρE(γ)
−1) = ϕ ◦ lim←−
m
ρE,m(γ)
−1 = lim←−
m
(ϕ ◦ (ρE,m(γ))
−1)
als Elemente von Isoo(Ex′o , on) und andererseits
ρP(E)(γ)(ϕ) = (lim←−
m
ρP(E),m(γ))(ϕ) = lim←−
m
(ρP(E),m(γ))(ϕ),
als Elemente von (IsoXo (E,A
n
Xo
))x′o .
Identiziert man daher wie oben Isoo(Exo , o
n)mit x∗o Isoo(E, o
n) sowie Isoom(Exm , o
n
m)
mit x∗m Isoo(E, o
n), so genügt es daher,
(ρP(E),m(γ))(ϕ) = ϕ ◦ ρE,m(γ)
zu zeigen. Dies folgt aber aus der konkreten Denition von ρE,m(γ) als
ρE,m(γ) = (γy)
∗
m ◦ (y
∗
m)
−1 : Exm → Ex′m
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und der von ρP(E),m(γ) als
ρP(E),m(γ) = (γy)
∗
m ◦ (y
∗
m)
−1 : (IsoXom (E,AXom ))xm → (IsoXom (E,AXom ))x′m,
wobei aus letzterer mit der obigen Identikation von Isoom(Exm , o
n
m) mit
x∗m Isoo(E, o
n) folgt, dass ρP(E),m(γ)(ϕ) = ϕ ◦ (γy)
∗
n ◦ (y
∗
n)
−1
als Abbildung
von Isoom(Exm, o
n
m) nah Isoom(Ex′m, o
n
m) gilt, woraus die Behauptung folgt.
Ist α : E → E ′ ein Morphismus in B
(n)
Xo ,D
, so zeigt die obige Rehnung, dass
ρP(E)(α) = P(ρE(α)) gilt. 
Aufgrund der Denition der KategorieBXCp ,D(G) über die KategorieBXo ,D(G)
und aufgrund dessen, dass der Funktor
BXCp ,D(G)→ RepΠ1(U)(G(Cp))
in gleiher Weise auf Basis des Funktors
BXo ,D(G)→ RepΠ1(U)(G(o))
in 2.2 konstruiert wurde, übertragen sih alle Eigenshaften der Kategorie
BXo ,D(G) und der betrahteten Funktoren in der Situation über o auf die Si-
tuation über Cp:
Insbesondere induziert der für jeden Qp-Automorphismus σ von Qp durh
die Galoiskonjugation gegebene Funktor
σ∗ : BXo ,D(G)→ BσXo ,D(
σG)
einen wohldenierten Funktor
σ∗ : BXCp ,D(G)→ BσXCp ,D(
σG).
Ebenso induziert der Funktor
Cσ : RepΠ1(U)(G(o))→ RepΠ1(σU)(
σG(o))
einen Funktor
Cσ : RepΠ1(U)(G(Cp))→ RepΠ1(σU)(
σG(Cp)).
Für die so induzierten Funktoren σ∗ und Cσ folgt direkt aus Satz 2.4.1 und
Bemerkung 2.4.2:
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2.4.7 Satz.
In der gegebenen Situation ist das Diagramm
BXCp ,D(G)
ρ
σ∗
RepΠ1(U)(G(Cp))
Cσ
BσXCp ,
σD(
σG)
ρ
RepΠ1(σU)(
σG(Cp))
von Kategorien und Funktoren bis auf kanonishe Isomorphismen von Funkto-
ren kommutativ.
Insbesondere gilt ρσP = σ∗◦ρP◦σ
−1
∗ als Funktoren von Π1(
σU) nah P(σG(Cp))
für jeden G-Torseur P ∈ BXCp ,D(G).
Ist zusätzlih X = XK ⊗K Qp und D = DK ⊗K Qp sowie G = GK ⊗oK o für
einen gewissen Körper Qp ⊂ K ⊂ Qp, so lassen sih σX, σD und σG für jedes
σ ∈ Gal(Qp, K) kanonish mit X,D und G über Qp bzw. o identizieren und
der Funktor
ρ : BXCp ,D(G)→ RepΠ1(U)(G(Cp))
kommutiert mit den Aktionen von Gal(Qp/K) auf diesen Kategorien via σ∗
bzw. Cσ für σ ∈ Gal(Qp, K).
Aus Satz 2.2.2 und [DW1, Lemma 8℄ folgt zudem, dass die Konstruktion des
Funktors
ρ : BXCp ,D(G)→ RepΠ1(U)(G(Cp))
mit Pullbak entlang von Morphismen f : X → X ′ glatter und projektiver
Kurven über Qp vertausht:
2.4.8 Satz.
Es seien X und X ′ zwei glatte und projektive Kurven über Qp und f : X → X ′
ein Morphismus zwishen ihnen. Auÿerdem sei D′ ein Divisor auf X ′ und
G ein glattes und anes Gruppenshema von endliher Präsentation über
o. Dann induziert das Pullbak von G-Torseuren entlang f einen Funktor
f ∗ : BX′
Cp
,D′(G) → BXCp ,f∗D′(G) und das folgende Diagramm von Kategori-
en und Funktoren kommutiert (bis auf kanonishe Isomorphismen):
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BXCp ,D
′(G)
ρ
f∗
RepΠ1(U ′)(G(Cp))
A(f)
BXCp ,f
∗D(G)
ρ
RepΠ1(U)(G(Cp)).
Dabei sei A(f) : RepΠ1(U ′)(G(Cp)) → RepΠ1(U)(G(Cp)) der durh den Funktor
A(f) : RepΠ1(U ′)(G(o))→ RepΠ1(U)(G(o)) induzierte Funktor.
Insbesondere gilt für alle P˜ ∈ BX′
Cp
,D′(G), dass ρf∗ eP = ρ eP ◦f∗ als Funktoren
von Π1(U) nah P(G(Cp)) gilt.
Für einen Morphismus ϕ : G → G′ aner, glatter Gruppenshemata von
endliher Präsentation über o induzieren ferner die oben denierten Funktoren
ϕ∗ : BXo ,D(G)→ BXo ,D(G
′)
und
ϕ∗ : RepΠ1(U)(G(o))→ RepΠ1(U)(G
′(o))
Funktoren
ϕ∗ : BXCp ,D(G)→ BXCp ,D(G
′)
und
ϕ∗ : RepΠ1(U)(G(Cp))→ RepΠ1(U)(G
′(Cp)).
Für die so denierten Funktoren ϕ∗ folgt dann direkt aus Satz 2.4.3:
2.4.9 Satz.
In der gegebenen Situation ist das Diagramm
BXCp ,D(G)
ρ
ϕ∗
RepΠ1(U)(G(Cp))
ϕ∗
BXCp ,D(G
′)
ρ
RepΠ1(U)(G
′(Cp))
von Kategorien und Funktoren bis auf kanonishe Isomorphismen von Funkto-
ren kommutativ.
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Insbesondere gilt ρϕ∗P = ϕ∗ ◦ ρP als Funktoren von Π1(U) nah P(G
′(Cp))
für jeden G-Torseur P ∈ BXCp ,D(G).
Als nähstes halten wir fest, dass für jede algebraishe Darstellung Γ des
Gruppenshemas G der oben denierte Funktor
_×G Γ : BXo ,D(G)→ BXo ,D
einen Funktor
_×G Γ : BXCp ,D(G)→ BXCp ,D
induziert. Ebenso erhält man aus den Bifunktoren
_×G _ : BXo ,D(G)× RepG(o)→ BXo ,D
und
_×G(o) _ : RepΠ1(U)(G(o))× RepG(o)(o)→ RepΠ1(U)(o)
Bifunktoren
_×G _ : BXCp ,D(G)× RepG(o)→ BXCp ,D
und
_×G(Cp) _ : RepΠ1(U)(G(Cp))× RepG(Cp)(Cp)→ RepΠ1(U)(Cp),
wobei RepG(Cp)(Cp) die Kategorie der stetigen Darstellungen von G(Cp) auf
endlihdimensionalen Cp-Vektorräumen sei. Mit diesen Funktoren ergibt sih
dann aus Satz 2.4.4:
2.4.10 Satz.
In der obigen Situation kommutiert das folgende Diagramm:
BXCp ,D(G)×RepG(o)
_×G_
ρ×nat
BXC,D
ρ
RepΠ1(U)(G(Cp))× RepG(Cp)(Cp)
_×G(Cp)_
RepΠ1(U)(Cp).
Insbesondere gilt
ρP×GΓ = ρP ×
G(Cp) (Γ⊗ Cp)
für alle P ∈ BXCp ,D(G) und Γ ∈ RepG(o) als Funktoren von Π1(U) nah
P(G(Cp)).
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Shlieÿlih induziert auh der Funktor
P : B
(n)
Xo ,D
→ BXo ,D(Gln)
einen Funktor
P : B
(n)
XCp ,D
→ BXCp ,D(Gln).
Ebenso induziert der Funktor
P : Rep
(n)
Π1(U)
(o)→ RepΠ1(U)(Gln(o))
einen Funktor
P : Rep
(n)
Π1(U)
(Cp)→ RepΠ1(U)(Gln(Cp)).
Mit den so denierten Funktoren P folgt nun aus Satz 2.4.6:
2.4.11 Satz.
In der gegebenen Situation ist das Diagramm
B
(n)
XCP ,D
ρ
P
Rep
(n)
Π1(U)
(Cp)
P
BXCp ,D(Gln)
ρ
RepΠ1(U)(Gln(Cp))
von Kategorien und Funktoren bis auf kanonishe Isomorphismen von Funkto-
ren kommutativ.
Insbesondere gilt ρP(E) = P(ρE) für jedes Vektorbündel E vom Rang n in
BXCp ,D. Damit sind für alle x ∈ U(Cp) die Darstellungen von Π1(U) auf
(P(E))x = IsoCp(Ex,C
n
p ) vermittels ρP(E) und vermittels γ 7→ (ρE(γ)
−1)∗
gleih.
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Anhand der im vorherigen Kapitel gegebenen Denition der KategorieBXo ,D(G)
lässt sih nur sehr shwer nahprüfen, ob ein gegebener G-Torseur P auf Xo
zu dieser Kategorie gehört. Im folgenden soll daher eine leihter nahprüfbare
Charakterisierung der Objekte von BXo ,D(G) entwikelt werden, die analoge
Resultate zu den Theoremen 16, 17 und 18 in [DW1℄ liefert.
3.1 Reduktion auf die spezielle Faser
Als erstes zeigen wir:
3.1.1 Theorem
Es sei X ein Modell über Zp der glatten und projektiven Kurve X über Qp. Es
sei k = Fp der Restklassenkörper von Zp.
Dann liegt ein G-Torseur P auf Xo genau dann in BXo ,D(G), wenn es
ein Objekt π : Y → X aus der Kategorie SX,D gibt, so dass π
∗
kPk trivial auf
Yk = Y ⊗Zp k ist.
Beweis
(i) Dass die Bedingung notwendig ist, ist klar.
Es sei also P ein G-Torseur auf Xo, für den es ein Objekt π : Y → X aus
der Kategorie SX,D gibt, so dass π
∗
kPk trivial auf Yk = Y ⊗Zp k ist. Nah
Korollar 1.2.12 darf angenommen werden, dass π ∈ SssX,D ist.
(ii) Als nähster Beweisshritt soll nun gezeigt werden, dass die Familie
(X, D,G, P1, π : Y → X)
zu einer Familie
(X0, D0, G0, P , π0 : Y
0 → X0)
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über dem Ganzheitsring 0K einer endlihen Erweiterung K von Qp ab-
steigt.
Dabei ist X0 ein Modell über oK der glatten und projektiven Kurve
X0 = X0 ⊗oK K über K, G
0
ein Gruppenshema, das an, glatt und
von endliher Präsentation über einer normalen, endlih erzeugten oK-
Algebra A ist, und P ein G0
X0A⊗AoK/poK
-Torseur auf X0A⊗AoK/poK, dessen
Einshränkung auf die spezielle Faser X0 ⊗oK oK/p nah Pullbak entlang
π0 ⊗ oK/p trivial ist. Auÿerdem ist π0 ein Element von S
ss
X0,D0
.
Dies sieht man wie folgt:
Unter den gegebenen Voraussetzungen existieren nah Korollar 1.2.11 ei-
ne endlihe Erweiterung K1 von Qp und eine glatte und projektive Kurve
X1 über K1 mit Modell X1 über oK1 sowie ein DivisorD
1
von X1, so dass
zum einen X = X1 ⊗K1 K1, D = D
1 ⊗K1 K1 und X = X
1 ⊗o1K Zp sind,
zum anderen ein Element π1 : Y1 → X1 aus Sss
X1,D1 mit der Eigenshaft
existiert, dass π˜1 = π1 ⊗oK1 Zp den gegebenen Morphismus π dominiert.
Da nah Voraussetzung G von endliher Präsentation über o ist, existiert
nah [EGA IV, Proposition 8.9.1℄ eine endlihe Erweiterung K2 von Qp,
so dass G zu einem Shema G2 von endlihem Typ über einer norma-
len endlih erzeugten oK2-Algebra A
2
absteigt. Da oK2 und damit auh
A2 noethersh ist, ist nah [EGA IV, Dénition 1.6.1℄ G2 von endliher
Präsentation über A2. Nah [EGA IV, Sholie 8.8.3℄ ist G2 zudem ein
Gruppenshema.
Nah [EGA IV, Théorème 8.10.5 (viii)℄ und [EGA IV, Proposition 17.7.8℄
existiert dann eine endlihe Erweiterung K3 von Qp mit K2 ⊂ K3, so
dass das Gruppenshema G3 := G2⊗A2 A
3
an, glatt und von endliher
Präsentation über A3 ist, wobei A3 := A2 ⊗oK2 oK3 ist.
Weil die endlihen Körpererweiterungen von Qp ein induktives System
bilden, gibt es nun eine endlihe Erweiterung K4 von Qp, die K1 und
K3 als Zwishenerweiterungen enthält. Dann ist X4 := X1 ⊗K1 K
4
eine
glatte und projektive Kurve über K4, X4 := X1⊗oK1 oK4 ein Modell von
X4 über oK4, D
4 := D1 ⊗K1 K
4
ein Divisor von K4, G4 := G3 ⊗A3 A
4
ein anes, glattes Gruppenshema von endliher Präsentation über der
normalen endlih erzeugten oK4-Algebra A
4 := A3 ⊗oK3 oK4 und der
Morphismus π˜4 dominiert den Morphismus π.
Da P1 insbesondere von endliher Präsentation über Xo⊗o o/po ist, exi-
stiert nah [EGA IV, Proposition 8.9.1℄ eine endlihe Körpererweiterung
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K5 von Qp, die K4 enthält, so dass P1 zu einem Shema P 5 von endli-
hem Typ über X5A5 ⊗A5 oK5/poK5 absteigt. Da X
5
A5 ⊗A5 oK5/poK5 lokal
noethersh ist, ist nah [EGA IV, Dénition 1.6.1℄ P 5 auh von endliher
Präsentation über X5A5 ⊗A5 oK5/poK5.
Nah [EGA IV, Théorème 8.10.5 (vi)℄ und [EGA IV, Proposition 11.2.6℄
existiert dann eine endlihe Erweiterung K6 von Qp, die K5 enthält, so
dass P 6 := P 5 ×X5
A5
⊗A5oK5/poK5
Spec(oK6/poK6) treuah und von endli-
her Präsentation über X6A6⊗A6 oK6/poK6 ist. Es seien wieder X
6, D6,X6
et. die entsprehenden Basiswehsel. Nah [EGA IV, Proposition 8.9.1℄
steigt der Morphismus
f : P1 ×Xo⊗oo/poGXo⊗oo/po → P1,
mittels dessen GXo⊗oo/po auf P1 operiert, zu einem Morphismus
f 6 : P 6 ×X6
A6
⊗A6oK6/poK6
G6
X6
A6
⊗A6oK6/poK6
→ P 6
ab. Man beahte dabei, dass noethersher Desent, wie bereits oben be-
nutzt, mit der Bildung von Faserprodukten vertausht.
Ebenso existiert nah [EGA IV, Théorème 8.10.5 (i)℄ eine endlihe Erwei-
terung K7 von Qp mitK6 als Zwishenkörper, so dass der Isomorphismus
(idP1 , f) : P1 ×Xo⊗oo/poGXo⊗oo/po −→ P1 ×Xo⊗oo/po P1
zu
(idP 7 , f
7) : P 7×X7
A7
⊗A7oK7/poK7
GX7
A7
⊗A7oK7/poK7
−→ P 7×X7
A7
⊗A7oK7/poK7
P 7
absteigt und dies ein Isomorphismus ist.
Somit ist P 7 ein G7
X7
A7
⊗A7oK7/poK7
-Torseur auf X7A7 ⊗A7 oK7/poK7.
Nah [EGA IV, Théorème 8.10.5 (i)℄ existiert shlieÿlih eine endlihe
Erweiterung K8 von Qp mit K7 ⊂ K8, so dass die Einshränkung von
P 8 auf die spezielle Faser X8A8⊗A8oK8/p nah Pullbak entlang π
8⊗oK8/p
trivial ist:
Denn dass nah Voraussetzung die Einshränkung von P1 auf die spezielle
Faser Xo⊗o/p nah Pullbak entlang (π⊗ido)⊗ido/p trivial wird, bedeutet
gerade, dass es einen Isomorphismus
ψ : ((π ⊗ ido)⊗ ido/p)
∗P1 |Xo⊗oo/p
∼
−→ GYo⊗oo/p
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von GYo⊗oo/p-Torseuren gibt. Nah [EGA IV, Proposition 8.9.1℄ und
[EGA IV, Théorème 8.10.5 (i)℄ existiert daher eine endlihe Erweiterung
K8 von Qp, so dass ψ zu einem Isomorphismus
ψ8 : (π8 ⊗ idoK8/p)
∗P 8 |
X8
A8
⊗A8oK8/p
∼
−→ GY8
A8
⊗A8oK8/p
von Y8A8⊗A8 oK8/p-Shemata absteigt. Dieser ist auh ein Isomorphismus
von GY8
A8
⊗A8oK8/p
-Torseuren, da die Relation
mGYo⊗oo/p ◦ (ψ ⊗ idGYo⊗oo/p ) = ψ ◦ f
′
unter noethershem Desent erhalten bleibt, wobei mGYo⊗oo/p die Grup-
penmultiplikation von GYo⊗oo/p und f
′
die Aktion von GYo⊗oo/p auf
((π ⊗ ido)⊗ ido/p)
∗P1 |Xo⊗oo/p bezeihnet. Man benutzt dabei wieder, dass
noethersher Desent verträglih mit Faserprodukten ist.
Setzt man also K := K8 und P := P 8, X0 := X8, D0 := D8, G0 := G8
und π8 := π0, so erfüllt die Familie
(X0, D0, G0, P , π0 : Y
0 → X0)
alle geforderten Eigenshaften.
(iii) Es sei e der Verzweigungsgrad von K über Qp und man setze
oν/e = o/p
νo = Zp/p
νZp.
Man bemerke, dass diese Notation mit der bisherigen Notation on = o/p
no
verträglih ist.
Es sei πν/e, P˜ν/e et. jeweils der Basiswehsel mit oν/e, wobei P˜ die gene-
rishe Faser von P sei. Weil π1/e auh der Basiswehsel von π0 ⊗oK oK/p
mit o1/e ist, folgt, dass π
∗
1/eP1/e = (π0 ⊗ oK/p ⊗ o1/e)
∗(P ⊗ o/p) trivial
auf Y1/e ist.
Mittels Induktion genügt es daher, die folgende Behauptung (*) zu zei-
gen:
Ist ν ≥ 2 und π : Y → X ein Element von SssX,D, so dass π
∗
(ν−1)/eP(ν−1)/e
trivial ist, so existiert ein Objekt µ : Z → X in SssX,D, so dass µ
∗
ν/ePν/e ein
trivialer G-Torseur auf Zν/e ist.
iv) Wir beweisen daher die Behauptung (*):
Es sei also ν ≥ 2 und π : Y −→ X ein Element von SssX,D, so dass
π∗(ν−1)/eP(ν−1)/e trivial ist.
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Man betrahte die abgeshlossene Immersion i : Y(ν−1)/e ֒−→ Yν/e.
Ist Yν/e an, so ist nah [G, Corollaire VII.1.3.2℄ die kanonishe Ab-
bildung H1(Yν/e, GYν/e) → H
1(Y(ν−1)/e, GY(ν−1)/e) sowohl für die fppf-
Topologie als auh für die étale Topologie eine Bijektion und damit auh
π∗ν/ePν/e trivial. Also kann man in diesem Fall µ = π wählen.
Im folgenden sei daher angenommen, dass Yν/e niht an ist. Es sei I
die Idealgarbe, die die abgeshlossene Immersion i deniert und für die
I2 = 0 gilt. Dann hat man nah [G, Lemme VII.1.3.5℄ folgende exakte
Sequenz von Garben auf (Yν/e)e´t:
1 i∗(L(ν−1)/e ⊗OY(ν−1)/e I)
h
G
adj
i∗GY(ν−1)/e 1,
wobei L(ν−1)/e := Lie(GY(ν−1)/e/Y(ν−1)/e) sei. Man beahte dabei, dass i
ein universeller Homöomorphismus ist, so dass nah [M, Remark II.3.17℄
˜(Y(ν−1)/e)e´t
∼= (˜Yν/e)e´t gilt und man I kanonish mit einem OY(ν−1)/e-
Modul identizieren kann. Desweiteren bezeihnet adj die Komposition
des Adjunktionsmorphismus GYν/e −→ i∗i
∗GYν/e mit dem Morphismus
i∗i
∗GYν/e −→ i∗GY(ν−1)/e , der von dem kanonishen Morphismus
i∗GYν/e −→ GY(ν−1)/e induziert wird. Der Morphismus h shlieÿlih wird
durh die Bijektion
i∗(L(ν−1)/e ⊗OY(ν−1)/e I)(S)→ ker(GYν/e → i∗GY(ν−1)/e)(S), α→ eα
induziert, wobei e der Einsshnitt von GY(ν−1)/e ist und S → Yν/e étale
ist.
Aus dieser exakten Sequenz erhält man die exakte Kohomologiesequenz
H1e´t(Yν/e, i∗(L(ν−1)/e⊗OY(ν−1)/eI))
h
−→ H1e´t(Yν/e, GYν/e)→ H
1
e´t(Yν/e, i∗GY(ν−1)/e).
Nah [SGA 4, Corollaire VIII.5.6℄ ist nun R1i∗GY(ν−1)/e = 0, da i als
abgeshlossene Immersion insbesondere ganz ist.
Nah [G, Proposition V.3.1.3℄ ist damit H1e´t(Yν/e, i∗GY(ν−1)/e) isomorph
zu H1e´t(Y(ν−1)/e, GY(ν−1)/e), so dass also die Sequenz
H1e´t(Yν/e, i∗(L(ν−1)/e⊗OY(ν−1)/eI))
h
−→ H1e´t(Yν/e, GYν/e)
i∗
−→ H1e´t(Y(ν−1)/e, GY(ν−1)/e)
exakt ist.
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Wie oben gilt nun nah [SGA 4, Corollaire VIII.5.6℄
R1i∗(L(ν−1)/e ⊗OY(ν−1)/e I) = 0.
Nah [G, Proposition V.3.1.3℄ hat man somit einen Isomorphismus
H1e´t(Y(ν−1)/e,L(ν−1)/e ⊗OY(ν−1)/e I)
j
∼
H1e´t(Yν/e, i∗(L(ν−1)/e ⊗OY(ν−1)/e I)),
so dass also die Sequenz
H1e´t(Y(ν−1)/e,L(ν−1)/e⊗OY(ν−1)/eI)
h◦j
−−→ H1e´t(Yν/e, GYν/e)
i∗
−→ H1e´t(Y(ν−1)/e, GY(ν−1)/e)
exakt ist.
Ist nun Ω die Klasse von π∗ν/ePν/e in H
1
e´t(Yν/e, GYν/e), so bildet i
∗
die
Klasse Ω auf die Klasse von i∗π∗ν/ePν/e = π
∗
(ν−1)/eP(ν−1)/e, d. h. auf die
triviale Klasse in H1e´t(Y(ν−1)/e, GY(ν−1)/e), ab.
Aufgrund der Exaktheit der Sequenz existiert also eine Klasse A in
H1e´t(Y(ν−1)/e,L(ν−1)/e ⊗Y(ν−1)/e I), so dass (h ◦ j)(A) = Ω ist.
Die kanonishe OY(ν−1)/e-Modulstruktur von L(ν−1)/e und I induziert fer-
ner die folgende exakte Sequenz von Garben auf (Y(ν−1)/e)e´t:
0→ ker(α)→ I
α
−→ L(ν−1)/e ⊗OY(ν−1)/e I → 0.
Dabei ist α der kanonishe Morphismus. Dies liefert eine Surjektion
H1e´t(Y(ν−1)/e, I)
α H1e´t(Y(ν−1)/e,L(ν−1)/e ⊗Y(ν−1)/e I),
da Y(ν−1)/e eindimensional ist und nah [M, Proposition III.3.3℄
H2e´t(Y(ν−1)/e,F )
∼= H2(Y(ν−1)/e,FZar)
für jede étale Garbe F auf Y(ν−1)/e gilt, wobei FZar die Einshränkung
auf die Zariski-Topologie ist.
Die OY(ν−1)/e-Modulstruktur von I liefert auÿerdem eine kanonishe ex-
akte Sequenz
0→ ker g → OY(ν−1)/e
g
−→ I → 0
von Garben auf (Y(ν−1)/e)e´t. Diese liefert mit derselben Begründung wie
oben eine Surjektion
H1e´t(Y(ν−1)/e,OY(ν−1)/e)
g
H1e´t(Y(ν−1)/e, I).
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Ist nun das Geshleht von YK , womit die generishe Faser des Modells
Y0 bezeihnet werde, gleih Null, so folgt wie in [DW1℄, dass
H1Zar(Y(ν−1)/e,OY(ν−1)/e) = 0
ist:
Da man ohne Beshränkung der Allgemeinheit annehmen darf, dass YK
einen rationalen Punkt besitzt (andernfalls gehe zu einer geeigneten end-
lihen Erweiterung K ′ von K über), ist nämlih in diesem Fall nah
[L1, Proposition 7.4.1℄ YK = P1K . Nah [L1, Example 5.3.27℄ ist dann
χ(YK ,OYK ) = 1. Da oK ein diskreter Bewertungsring ist, folgt damit aus
[L1, Proposition 5.3.28℄, dass auh χ(Yκ,OYκ) = 1 ist, wobei Yκ die spe-
zielle Faser von Y0 bezeihne.
Da (λ0)∗OY0 = OSpec oK gilt, wobei λ0 den Strukturmorphismus von Y0
bezeihne, ist nun H0(Y0,OY0) = oK , also nah [L1, Corollary 5.3.22℄
H0(Yκ,OYκ) = κ, so dass H
1(Yκ,OYκ) = 0 aus χ(Yκ,OYκ) = 1 folgt.
Nah [Mf2, p. 53, Corollary 3℄ ist also H1(Yν′/e,OYν′/e) = 0 für alle
ν ′ ∈ N.
Da also
H1Zar(Y(ν−1)/e,OY(ν−1)/e) = 0
ist, ist nah [FK, Proposition I.2.5.℄ auh
H1e´t(Y(ν−1)/e,OY(ν−1)/e) = 0.
Nah dem bisher gezeigten ist dann aber A = 0 und damit auh Ω = 0, so
dass also π∗ν/ePν/e trivial ist. Im Fall, dass das Geshleht von YK gleih
Null ist, kann man daher µ = π wählen.
Sei also das Geshleht von YK von Null vershieden. Dann gibt es nah
dem Beweis von [DW1, Theorem 11℄ einen Morphismus
ρ : (µ : Z → X)→ (π : Y → X)
in SX,D, so dass die induzierte Abbildung
ρ∗ : H1(Y ,OY)→ H
1(Z,OZ)
die Relation
ρ∗(H1(Y ,OY)) ⊂ p
ν/eH1(Z,OZ)
erfüllt. Nah [FK, Proposition I.2.5℄ hat man dann dieselbe Aussage
für den Fall, dass man die obigen Kohomologiegruppen für die Zariski-
Topologie durh die entsprehenden Kohomologiegruppen für die étale
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Topologie ersetzt. Der Morphismus sei in diesem Fall mit ρ∗e´t bezeih-
net. Wie im Beweis von [DW1, Theorem 16℄ folgt, dass die induzierte
Abbildung
(ρe´t)
∗
(ν−1)/e : H
1
e´t(Y(ν−1)/e,OY(ν−1)/e)→ H
1
e´t(Z(ν−1)/e,OZ(ν−1)/e)
trivial ist. Aus der Kommutativität des Diagramms
H1e´t(Y(ν−1)/e,OY(ν−1)/e)
h◦j◦α◦g
(ρ∗e´t)(ν−1)/e=0
H1e´t(Yν/e, GYν/e)
(ρ∗e´t)ν/e
H1e´t(Z(ν−1)/e,OZ(ν−1)/e)
h◦j◦α◦g
H1e´t(Zν/e, GYν/e)
folgt dann, dass (ρe´t)
∗
ν/eΩ trivial ist, da nah dem gezeigten Ω ein Urbild
in H1e´t(Y(ν−1)/e,OY(ν−1)/e) unter h ◦ j ◦ α ◦ g besitzt.
Also ist auh µ∗ν/ePν/e = (ρe´t)
∗
ν/e(π
∗
ν/ePν/e) ein trivialer Torseur auf Zν/e
für die étale Topologie und damit auh für die fppf-Topologie, was zu
zeigen war. 
3.2 Trivialisierbarkeit étaler G-Torseure
Für eine Charakterisierung der Kategorie BXo ,D(G) ohne Zuhilfenahme der
Überdekungskategorien SX,D, S
good
X,D bzw. S
ss
X,D benötigen wir die folgende De-
nion:
3.2.1 Denition.
Es sei G eine zusammenhängende algebraishe Gruppe über einem endlihen
Körper Fq und X ein beliebiges Fq-Shema. Dann heiÿt ein étaler Torseur P
trivialisierbar, wenn es einen endlihen und surjektiven Morphismus f : Y → X
gibt, so dass f ∗P ein trivialer G-Torseur auf Y ist.
Im folgenden sei nun stets zusätzlih vorausgesetzt, dass G eine zusammen-
hängende reduktive Gruppe ist. Dazu sei an die Denition einer reduktiven
Gruppe erinnert:
3.2.2 Denition. ([SGA 3, Exposé XIX, 1.2, 1.6, Dénition 2.7℄)
(i) Es sei G ein glattes, anes und zusammenhängendes Gruppenshema
über einem algebraish abgeshlossenen Körper k. Dann bezeihnet man
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die reduzierte Untergruppe rad(G), die zu der neutralen Komponente des
Shnitts der Boreluntergruppen von G assoziiert ist, als das Radikal von
G. Der unipotente Teil radu(G) von rad(G) wird als das unipotente Ra-
dikal von G bezeihnet. Dabei ist eine Boreluntergruppe B von G eine
maximale auösbare Untergruppe und der unipotente Teil einer Gruppe
H besteht aus den Elementen h, für die der Morphismus h− 1 nilpotent
ist (vgl. jeweils [B℄).
(ii) Ein Gruppenshema G über einem algebraish abgeshlossenen Körper k
heiÿt reduktiv, falls es an, glatt und zusammenhängend ist und deswei-
teren raduG = e gilt.
(iii) Ein Gruppenshema G über einer beliebigen Basis S heiÿt reduktiv, falls
es an und glatt über S ist und seine geometrishen Fasern zusammen-
hängend und reduktiv sind.
Dann liefert uns das folgende Resultat von Deligne einen Zusammenhang
zwishen trivialisierbaren étalen G-Torseuren und solhen, die isomorph zu ih-
rem Pullbak unter dem absoluten Frobenius sind:
3.2.3 Satz. (vgl. [Las, Beweis von Lemma 3.3.℄)
Es sei G eine glatte zusammenhängende algebraishe Gruppe über Fq, wobei
q = pr sei, X ein Shema über Fq und F der absolute Frobenius, wobei wir
in der Notation zur Vereinfahung derer niht zwishen dem absoluten Fro-
benius von X und dem von G untersheiden. Dann induziert die Einbettung
G(Fq) = GF →֒ G einen Funktor von der Kategorie der G(Fq)-Torseure auf X
für die étale Topologie in die Kategorie der étalen G-Torseure P auf X, die
als G-Torseure isomorph zu F ∗P sind. Dieser Funktor ist eine Äquivalenz von
Kategorien.
Beweis Ist Q ein G(Fq)-Torseur auf X , so ist P (Q) = Q ∧G
F
G ein G-
Torseur auf X . Nah Konstruktion ist dieser G-Torseur P (Q) als G-Torseur
isomorph zu seinem Pullbak unter dem Frobenius F . Man bemerke dazu, dass
GF glatt über Fq ist, so dass Q darstellbar ist, die Bildung von eingeshränkten
Produkten mit Basiswehsel vertausht und Q per Denition isomorph zu F ∗Q
als GF -Torseur ist.
Es sei nun P ein étaler G-Torseur auf X , für den es einen Isomorphismus
α : P
∼
−→ F ∗P von G-Torseuren gibt. Dann lässt sih wie folgt ein kontrava-
rianter Funktor FP,α von der Kategorie der étalen Shemata über X in die
Kategorie der abelshen Gruppen denieren:
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Für jedes étale X-Shema U setzt man
FP,α(U) := {σ ∈ P (U);F
∗σ = α ◦ σ ◦ ιU},
wobei ιU : F
∗U → U den kanonishen Morphismus bezeihne und man beahte,
dass F ∗ aufgrund seiner Funktorialität zu jedem Morphimus σ : U → P einen
Morphismus F ∗σ : F ∗U → F ∗P induziert. Dies ergibt einen Funktor FP,α von
dem étalen Situs auf X in die Kategorie der Mengen, der auh eine étale Garbe
von Mengen auf X ist, da die in der Denition von FP,α geforderte Bedingung
an die lokalen Shnitte von P verträglih mit den Garbenbedingungen ist. FP,α
ist auh eine Garbe von abelshen Gruppen, da die Gruppenstruktur auf P (U)
mit Pullbak unter dem Frobenius verträglih ist.
Wir behaupten nun, dass FP,α ein G(Fq)-Torseur ist:
Als erstes zeigen wir dazu, dass FP,α ein formell-prinzipalhomogener Raum
unter GX(Fq) ist, d.h. dass GF auf FP,α operiert und dann der kanonishe
Morphismus
FP,α(U)⊗X(U) GX(Fq)(U)
∼
−→ FP,α(U)⊗X(U) FP,α(U), (x, g) 7→ (x, xg)
für alle Shemata U , die étale über X sind, ein Isomorphismus ist.
Zunähst zeigen wir dazu, dass sih die durh die Aktion von GX(U) auf P (U)
gegebene Aktion von GX(Fq)(U) auf P (U) zu einer Aktion von GX(Fq)(U) auf
FP,α(U) einshränkt, also σ · g ∈ FP,α(U) für alle σ ∈ FP,α(U) und g ∈ GX(Fq)
gilt.
Da Pullbak unter dem Frobenius verträglih mit der Bildung von Faser-
produkten ist, ist F ∗(σ · g) = F ∗(σ) · g. Nah Denition von FP,α ist ferner
F ∗(σ) = α ◦ σ ◦ ιU . Weil auÿerdem α nah Voraussetzung ein Isomorphismus
von G-Torseuren ist und also α(yg) = α(y)g für alle y ∈ P und g ∈ GX gilt,
folgt
F ∗(σ · g) = F σ · g = (α ◦ σιU) · g = α ◦ (σ · g) ◦ ιU ,
so dass σ · g ∈ FP,α(U) ist.
Also shränkt sih der kanonishe Morphismus
βP : P (U)⊗X(U) GX(U)→ P (U)⊗X(U) P (U), (σ, g) 7→ (σ, σ · g)
zu einem Morphismus
βFP,α : FP,α(U)⊗X(U)GX(Fq)(U)→ FP,α(U)⊗X(U)FP,α(U), (σ, g) 7→ (σ, σ ·g)
ein. Da ersterer ein Isomorphismus ist, ist damit auh βFP,α ein Isomorphismus
und also FP,α ein formell-prinzipalhomogener Raum unter GX(Fq).
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Es bleibt noh zu zeigen, dass FP,α(U) 6= ∅ für ein gewisses étales Shema
U über X ist, so dass insgesamt FP,α ein étaler G(Fq)-Torseur auf X ist.
Dazu benutzen wir die Lang-Isogenie (siehe [La℄, [Gi, 3.4.℄)
λ : G→ G, λ(σ) = σ−1F (σ),
die étale und surjektiv und eine Galoisüberlagerung von G mit Gruppe
G(Fq) = GF ist (vgl. [Gi, Théorème 3.5.℄, man beahte, dass dort G zusätzlih
als reduktiv vorausgesetzt wird, aber dies niht für die hier zitierten Aussagen
benötigt wird), aber im allgemeinen kein Gruppenhomomorphismus. Es sei nun
U ein étales Shema über X , bezüglih dessen der Torseur P trivialisiert, d. h.
es sei P ×X U isomorph zu dem trivialen GX ×X U-Torseur GX ×X U . Dann
ist α⊗ idU ∈ (F
∗(GX ×X U))(GX ×X U) = GU(GU) und die Surjektivität der
Lang-Isogenie liefert, dass es ein σ ∈ GU(GU) gibt, so dass α⊗ idU = σ
−1F (σ)
gilt.
Dass die beiden Abbildungen Q 7−→ (P (Q), P (Q)
∼
−→ F ∗(P (Q)) und
(P, α) 7−→ F (P ) jeweils funktoriell sind, ist oensihtlih, so dass sie also
Funktoren von der Kategorie der GF -Torseure aufX in die Kategorie der Paare
(P, α) aus einem G-Torseur P auf X und einem Isomorphismus α : P
∼
−→ F ∗P
von G-Torseuren bzw. in umgekehrter Rihtung von ebendieser Kategorie in
die Kategorie der GF -Torseure auf X denieren.
Dass die beiden Abbildungen Q 7−→ (P (Q), P (Q)
∼
−→ F ∗(P (Q))) und
(P, α) 7−→ F (P ) invers zu einander sind, ergibt sih shlieÿlih direkt aus
ihrer oben dargestellten Konstruktion. 
3.2.4 Bemerkung.
Das originale Resultat von Deligne setzt nur voraus, dass G eine zusammen-
hängende algebraishe Gruppe ist, d. h. G ist dort niht notwendigerweise glatt.
Der Beweis wird allerdings in [Las℄ lediglih skizziert.
3.2.5 Korollar.
Es sei G ein zusammenhängendes und reduktives Gruppenshema von endli-
her Präsentation über Fq, q = pr, und X ein Shema über Fq.
Dann ist jeder étale G-Torseur P auf X, der als étaler G-Torseur P iso-
morph zu seinem Pullbak F ∗P unter dem absoluten Frobenius von X ist, durh
einen endlihen étalen Morphismus f : Y → X trivialisierbar.
Beweis Es sei P ein étalerG-Torseur aufX , der als étalerG-Torseur isomorph
zu seinem Pullbak F ∗P unter dem Frobenius ist. Dann existiert nah Satz
3.2.3 ein GF -Torseur Q, so dass P = Q ∧G
F
G ist. Weil GF = G(Fq) glatt
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und endlih ist, ist Q nah [M, Proposition III.4.2℄ endlih über X , so dass
f : Q → X eine endlihe étale Überlagerung von X ist. Man beahte dabei,
dass unter den gegebenen Voraussetzungen gilt, dass jeder G-Torseur für die
fppf-Topologie auh ein Torseur für die étale Topologie ist und umgekehrt.
Es ist nun f ∗Q = Q×X Q trivial als étaler G
F ×X Q-Torseur auf Q, so dass
auh f ∗P = P ×X Q = (Q×X Q) ∧
GF G trivial als étaler G-Torseur ist. 
3.2.6 Korollar.
Es sei G ein zusammenhängendes und reduktives Gruppenshema von endli-
her Präsentation über Fq, q = pr, und X ein Shema über Fq. Es sei ferner
P ein étaler G-Torseur auf X mit der Eigenshaft, dass es ein s ∈ N gibt, so
dass (F t)∗P ∼= (F s)∗P für alle t ≥ s als étale G-Torseure gilt, wobei F den
absoluten Frobenius von X bezeihne. Dann ist P trivialisierbar.
Beweis Es ist nah Voraussetzung (F s)∗P ∼= (F s+1)∗P = F ∗((F s)∗P ) als
étale G-Torseure auf X . Also ist nah Korollar 3.2.5 (F s)∗P durh einen end-
lihen étalen Morphismus f : Y → X trivialisierbar. Damit wird aber auh P
durh den endlihen Morphismus F s ◦ f trivialisiert. 
3.3 Semistabilität von Prinzipalbündeln
Ähnlih wie im Fall der Vektorbündel werden uns diese Resultate eine Be-
shreibung der Kategorie BXo,D(G) mittels des Begris der Semistabilität er-
möglihen. Dazu benötigen wir aber noh die folgende Konstruktion:
Ist G eine zusammenhängende reduktive Gruppe über einem Körper k be-
liebiger Charakteristik, X eine glatte und projektive Kurve über k, E ein G-
Torseur auf X und F ein quasi-projektives Shema über k, auf dem G von
links operiert, so wird durh g(e, f) := (e(g ⊗ 1), g−1f) für alle g ∈ G, e ∈ E
und f ∈ F eine Aktion von G auf E ×Spec k F deniert. Der Quotient von
E ×Spec k F modulo dieser Aktion von G ist durh ein eindeutig bestimmtes
Shema E(F ) darstellbar, so dass der Morphismus E ×Spec k F → E(F ) dem
Faserprodukt E×Spec kF die Struktur eines étalen G-Torseurs über E(F ) gibt.
Dies sieht man wie folgt (vgl. [Se, Proposition 4℄):
Da G reduktiv, also insbesondere glatt und an, ist und folglih E nah
der Argumentation aus Satz 2.1.2 auh ein G-Torseur auf X für die étale
Topologie ist, darf man aufgrund der Tatsahe, dass die Existenz von E(F )
ein lokales Problem ist, annehmen, dass es eine étale Überlagerung f : Y → X
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gibt, so dass f ∗E trivial als étaler G-Torseur ist. Nah Bemerkung 1.1.14 darf
man ohne Beshränkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass f galoissh mit
Galoisgruppe H ist. Also ist E ∼= Y ×Spec k G/H .
Mittels der Identikation von eh-Kohomologie mit Galois-Kohomologie
aus [M, Example III.2.6℄ sieht man daraus, dass E(F ) = Y ×Spec k F/H gilt.
Nah [L1, Exerise 3.3.23℄ ist aber Y ×Spec kF/H durh ein Shema darstellbar.
Aus der Konstruktion ist oensihtlih, dass man für einen Morphismus
α : F1 → F2 von quasi-projektiven k-Shemata mit einer Aktion von G von
links, der verträglih mit der Aktion von G auf F1 bzw. F2 ist, stets einen
Morphismus αE : E(F1)→ E(F2) erhält.
Auÿerdem halten wir fest, dass, wenn σ : G → H ein Morphismus zusam-
menhängender reduktiver algebraisher Gruppen über k ist und man vermit-
tels dieses H als quasi-projektive Varietät mit einer Aktion von G von links
auasst, das wie oben denierte Shema Eρ(H) ein H-Torseur ist.
Ist weiterhinH eine normale abgeshlossene Untergruppe von G, so folgt aus
dem Theorem von Chevalley, dass G/H eine quasi-projektive Varietät ist (vgl.
z.B. [C, Corollary 1.2℄). Versieht man nun G/H mit der kanonishen Aktion
von G von links, so existiert also das oben denierte Shema E(G/H).
Mittels dieser Konstruktion von Serre können wir nun Erweiterungen und
Reduktionen der Strukturgruppe denieren:
3.3.1 Denition.
Ist ρ : G→ H ein Morphismus von zusammenhängenden reduktiven Gruppen-
shemata von endliher Präsentation über einem Körper k und X eine glatte
und projektive Kurve über k, so induziert ρ eine Abbildung
H1(X,G)→ H1(X,H),
in dem man jedem G-Torseur E den H-Torseur Eρ(H) zuordnet. Man sagt,
dass man Eρ(H) mittels Erweiterung der Strukturgruppe von E zu H erhält.
Gibt es umgekehrt zu einem gegebenen H-Torseur E ′ einen G-Torseur E und
einen Isomorphismus von H-Torseuren Φ: Eρ(H)→ E
′
, so bezeihnet man
(E,Φ) als eine Reduktion der Strukturgruppe von E ′ zu G.
Für die weitere Beshreibung der Kategorie BXo ,D(G) benötigen wir den
Begri der Semistabilität von Prinzipalbündeln. Dazu sei zunähst an die De-
nition von Semistabilität für Vektorbündel erinnert:
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3.3.2 Denition. (Mumford,[Mf1℄)
Es sei F ein Vektorbündel auf einer glatten und projektiven Kurve über einem
Körper k. Dann bezeihnet man den Quotienten µ(F ) := degF/rkF als den
slope von F und es heiÿt F semistabil, falls für jedes nihttriviale ehte Un-
terbündel G von F die Ungleihung µ(G ) ≤ µ(F ) erfüllt ist.
Man bemerke, dass jedes nihttriviale ehte Unterbündel G von F Anlass
gibt zu der Reduktion der Strukturgruppe des assoziierten GlrkF -Prinzipal-
bündels zu der Untergruppe, die den Unterraum krkG von krkF festhält (vgl.
den späteren Beweis von Lemma 3.3.5).
Die allgemeine Strukturtheorie algebraisher Gruppen zeigt, dass diese Un-
tergruppe ein Spezialfall des allgemeinen Begris einer maximalen paraboli-
shen Untergruppe einer gegebenen reduktiven algebraishen Gruppe ist (vgl.
ebenfalls den Beweis von Lemma 3.3.5).
Dabei heiÿt nah [SGA 3, Exposé XXVI, Dénition 1.1℄ eine Untergruppe
P einer reduktiven algebraishen Gruppe G über einem Basisshema S para-
bolish, wenn zum einen P glatt über S ist, zum anderen Ps für alle s ∈ S eine
Boreluntergruppe von Gs enthält.
Es seien nun X eine glatte und projektive Kurve über einem Körper k, G
eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe über k sowie E ein G-
Torseur aufX . Man beahte dabei, dass E unter den gegebenem Voraussetzun-
gen ein Torseur sowohl für die fppf-Topologie als auh für die étale Topologie
ist. Es sei ferner P eine parabolishe Untergruppe von G. Dann ist G/P nah
[SGA 3, Exposé XXVI, Proposition 1.2℄ durh ein glattes und projektives k-
Shema darstellbar. Mittels
G×Spec k G/P → G/P, (g, h) 7→ gh
lässt sih eine Aktion von G von links auf G/P denieren. Also existiert das
oben denierte Shema E(G/P ). Zur Vereinfahung der Notation sei im fol-
genden E/P := E(G/P ).
Es sei ferner TE/P das relative Tangentialbündel bezüglih der Projektion
E/P → X. Dieses ist nah [SGA 3, Exposé II, 3℄ als der kovariante Funktor
M 7→ HomX(Spec(OX ⊕M), E/P )
von der Kategorie der freien OX-Moduln von endlihem Typ in die Kategorie
der Funktoren über E/P deniert, welher nah [SGA 3, Exposé II, Proposi-
tion 3.3℄ durh ein Vektorbündel auf E/P darstellbar ist.
Ist σ : X → E/P ein Shnitt der kanonishen Projektion E/P → X , so
ndet man (siehe z.B. [HN, S.2℄), dass σ∗TE/P = E(g/p) gilt, wobei g = LieG
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und p = LieP sei, E als étaler P -Torseur über E/P aufgefasst werde und die
Aktion von P auf g/p durh die Adjunktionsoperation gegeben ist.
Für jeden Shnitt σ : X → E/P ist damit σ∗TE/P ein Vektorbündel auf X
vom Grad deg(σ∗TE/P ).
Desweiteren gilt:
3.3.3 Lemma.
Die Shnitte σ : X → E/P stehen in bijektiver Korrespondenz zu den étalen
P -Torseuren auf X, die man mittels Reduktionen der Strukturgruppe von E
zu P erhält.
Beweis Man fasse E → E/P als étalen P -Torseur auf und betrahte für
σ : X → E/P das Pullbak-Diagramm
σ∗E
P
E
P
X
σ
E/P.
Dieses deniert die gewünshte Reduktion der Strukturgruppe von E zu P . 
Daher ist es legitim, im folgenden Reduktionen der Strukturgruppe von E
zu P mit (P, σ) zu bezeihnen.
Dies motiviert die folgende Denition der Semistabilität für den Fall von
Prinzipalbündeln:
3.3.4 Denition. ([R, Denition 1.1℄)
Es sei G eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe über einem
Körper k und X eine glatte und projektive Kurve über k. Dann heiÿt ein G-
Torseur E auf X semistabil, wenn für jede Reduktion (P, σ) der Strukturgrup-
pe zu einer maximalen parabolishen Untergruppe P , wobei σ einen Shnitt
σ : X → E/P bezeihnet, gilt, dass deg(σ∗TE/P ) ≥ 0 ist.
Diese Denition der Semistabilität von Prinzipalbündeln nah Ramanathan
ist verträglih mit der Denition von Semistabilität für Vektorbündeln von
Mumford im folgenden Sinne:
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3.3.5 Lemma.
Ein Gl(n)-Torseur E auf einer glatten und projektiven Kurve X über einem
Körper k ist genau dann semistabil, wenn für jedes Unterbündel F des asso-
ziierten Vektorbündels E vom Rang n gilt, dass µ(F ) ≤ µ(E ) ist, d. h. wenn
E ein semistabiles Vektorbündel im Sinne von Denition 3.3.2 ist.
Beweis
(i) Wir imitieren den Beweis der Tatsahe für den Fall chark = 0 aus [HM℄:
Es sei P (n, k) die Untergruppe von Gl(n, k) der Matrizen der Form(
A B
0 C
)
mit A ∈ Gl(r, k) und C ∈ Gl(n − r, k) bezüglih einer ge-
wählten Basis von kn. Dies ist eine parabolishe Untergruppe, da P (n, k)
die Gruppe der oberen Dreieksmatrizen enthält und diese wiederum ei-
ne Boreluntergruppe von Gl(n, k) ist. Andererseits ist jede parabolishe
Untergruppe von Gl(n, k) von dieser Gestalt.
Es sei (P, σ) eine Reduktion der Strukturgruppe von E zu P . Wie in
Lemma 3.3.3 liefert diese einen P -Torseur σ∗E auf X . Es sei (Uα)α∈I eine
Überdekung von X , bezüglih derer σ∗E trivialisiert. Dann deniert
der P -Torseur σ∗E eine Klasse in Hˇ1e´t(X,P ) und der Kozykel zu der
Überdekung (Uα)α∈I besitzt die Form
(
hαβ bαβ
0 qαβ
)
.
Es sei F das Unterbündel vom Rang r von E , das zu (hαβ) korrespon-
diert. Dann korrespondiert das Quotientenbündel E /F zu (qαβ) und wir
behaupten, dass es einen natürlihen Isomorphismus
σ∗TE/P ∼= F
v ⊗ (E /F )
gibt. Dies sieht man wie folgt:
Die Adjunktionsoperation von P auf der Lie-Algebra gl(n, k) ist durh
die Matrizenmultiplikation(
h b
0 q
)
·
(
A B
0 C
)
·
(
h−1 b′
0 q−1
)
=
(
∗ ∗
q · C · h−1 ∗
)
gegeben. Dabei ist
(
h−1 b′
0 q−1
)
die inverse Matrix zu
(
h b
0 q
)
. Die
Einträge ∗ gehören zu p, so dass der einzige Anteil, der für g/p relevant
ist, der Eintrag links unten ist. Also ist die Adjunktionsoperation von P
auf g/p durh
(
(
h b
0 q
)
, C) 7→ q · C · h−1
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gegeben. Daher ist der Kozykel zu σ∗E(g/p) = σ∗TE/P in Hˇ
1
e´t(X,Gl(n, k))
durh ((h−1αβ)
t⊗ qαβ) bestimmt, der aber wiederum zu dem Vektorbündel
F v⊗(E/F ) korrespondiert. (vgl. z. B. [GH, 0.5℄, wobei man dort C stets
durh einen beliebigen Körper beliebiger Charakteristik ersetzen darf.)
(ii) Mit dieser Vorarbeit können wir nun die Aussage des Lemmas beweisen:
Es sei zunähst das zu E assoziierte Vektorbündel E vom Rang n semista-
bil im Sinne von Mumford und (P, σ) eine Reduktion der Strukturgruppe
von E zu einer maximalen parabolishen Untergruppe P von Gl(n, k).
Dann korrespondiert P zu einer zweishrittigen Flagge
0 = V0 ⊂ V1 = (k
n)P ⊂ V2 = k
n.
Man setze nun F := σ∗E(V1). Nah Konstruktion ist dies ein niht-
triviales ehtes Unterbündel von E , so dass aufgrund der Semistabili-
tät von E folgt, dass µ(F ) ≤ µ(E ) ist. Dies ist äquivalent dazu, dass
µ(F ) ≤ µ(E /F ) ist. Da aber nah den Rehenregeln für deg (siehe z.B.
[Lp, Exerise 2.4℄)
deg(F ∗ ⊗ (E /F )) = − degF · rg(E /F ) + rgF · deg(E /F )
− degF · (rg E − rgF ) + rgF · (deg E − degF )
= (µ(E /F )− µ(F )) · rgF · rg(E /F )
gilt, ist damit deg(F⊗(E /F )) ≥ 0. Nah (i) ist damit deg(σ∗TE/P ) ≥ 0,
also E semistabil als Gl(n, k)-Torseur nah Denition 3.3.4.
Es sei umgekehrt E ein semistabiler Gl(n, k)-Torseur. Dann ist jedes
Untervektorbündel F von E von der Form F = σ∗(E(V1)) für eine
Reduktion der Strukturgruppe (P, σ) zu der parabolishen Untergruppe
P , die zu der Flagge 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ V2 = k
n
korrespondiert, wobei F
den Unterraum V1 festhält. Nah (i) ist σ
∗TE/P = F
v ⊗ (E /F ). Weil
nah Voraussetzung E semistabil ist, ist also
deg(F v ⊗ (E /F )) = deg σ∗TE/P ≥ 0.
Wie oben gilt aber
deg(F ∗ ⊗ (E /F )) = (µ(E )− µ(F )) · rgF · rg(E /F ),
so dass µ(F ) ≤ µ(E /F ) folgt und damit E ein semistabiles Vektorbün-
del im Sinne von Mumford ist. 
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Wegen σ∗TE/P = E(g/p) gilt auÿerdem:
3.3.6 Lemma. (vgl. [R, Remark 2.2℄, [BH, Lemma 2.5℄)
Es sei G eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe über einem
Körper k beliebiger Charakteristik und X eine glatte und projektive Kurve über
k. Dann ist ein G-Torseur E auf X semistabil, falls das assoziierte Vektor-
bündel E(g) semistabil ist.
Beweis Es sei (P, σ) eine Reduktion der Strukturgruppe von E zu einer ma-
ximalen parabolishen Untergruppe P von G. Dann liefert die exakte Sequenz
0 p g g/p 0
wegen der Funktorialität der Konstruktion des assoziierten Faserbündels (siehe
auh [Se, 3.2, Exemple b),)℄) eine exakte Sequenz
0 E(p) E(g) E(g/p) 0
von Vektorbündeln auf X . Da E(g) semistabil als Vektorbündel ist, ist also
µ(E(g/p)) ≥ µ(E(g)), d. h. µ(σ∗TE/P ) ≥ µ(E(g)). Weil nah [Be, Note 4.2℄
deg(E(g)) = 0 gilt, so dass µ(E(g)) = 0 ist, folgt daraus deg(σ∗TE/P ) ≥ 0 und
damit die Semistabilität von E. 
3.3.7 Korollar.
Es sei G eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe über einem
Körper k und X eine glatte und projektive Kurve über k. Dann ist der triviale
G-Torseur GX auf X semistabil.
Beweis In der gegebenen Situtation gilt
GX(g) = (G×Spec kX)×Spec kg/(x, eg, g
−1f) ∼= X×Spec k (G×Spec kg/(eg, g
−1f))
mit x ∈ X , e ∈ G und f ∈ g, so dass GX(g) ein triviales Vektorbündel ist.
Nah Lemma 3.3.6 ist also GX semistabil. 
3.3.8 Bemerkung.
Es seien G,X und k wie bisher. Dann zeigt der Beweis von Lemma 3.3.6 auh,
dass ein G-Torseur E auf X genau dann semistabil ist, wenn
deg(σ∗E(p)) ≤ 0
für jede Reduktion (P, σ) der Strukturgruppe zu einer maximalen parabolishen
Untergruppe P von G gilt.
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Wie im Fall der Vektorbündel lässt sih auÿerdem auh bei G-Torseuren de-
ren Semistabilität nah Pullbak entlang einer endlihen Überlagerung nah-
prüfen:
3.3.9 Lemma. (vgl. [BH, Lemma 6.8℄)
Es sei X eine glatte und projektive Kurve über einem Körper k, G eine zusam-
menhängende reduktive algebraishe Gruppe über k, E ein G-Torseur auf X
und f : Y → X eine endlihe Überlagerung. Dann ist E semistabil, falls f ∗E
es ist.
Beweis Es sei also f ∗E semistabil. Angenommen, E sei niht semistabil. Nah
Denition 3.3.4 existieren somit eine maximale parabolishe Untergruppe P
von G und ein Shnitt σ : X → E/P , so dass deg(σ∗TE/P ) < 0 ist.
Dann ist aber auh PY eine maximale parabolishe Untergruppe von GY ,
da alle in der Denition der Eigenshaft maximal parabolish auftretenden
Bedingungen stabil unter Basiswehsel sind, und σ ⊗ idY : Y → E ×X Y/PY
ein Shnitt des Strukturmorphismus E ×X Y/PY → Y . Da die Bildung von
E/P nah [Se, Remarque 3.2℄ und die des Tangentialbündels (siehe [SGA 3,
Proposition II.3.4℄)) jeweils mit Basiswehsel vertaushen, gilt nah den Re-
henregeln für den Grad eines Vektorbündels (vgl. [L1, Proposition 7.3.8℄)
deg((σ ⊗ idY )
∗Tf∗E/PY ) = deg(f
∗(σ∗TE/P )) = [K(Y ) : K(X)] deg(σ
∗TE/P ).
Also ist auh
deg((σ ⊗ idY )
∗TE×XY/PY ) < 0
und damit E ×X Y ebenfalls niht semistabil, was einen Widerspruh zu der
Voraussetzung, dass E ×X Y semistabil ist, darstellt. Also ist E semistabil. 
Ferner gilt:
3.3.10 Lemma.
Es seien X0 eine glatte und projektive Kurve über einem Körper k, k der al-
gebraishe Abshluss von k, X := X0 ⊗k k und f : X → X0 die kanonishe
Projektion. Ferner sei G eine zusammenhängende reduktive algebraishe Grup-
pe über k und E ein G-Torseur auf X0. Dann ist E semistabil, falls f
∗E es
ist.
Beweis Es sei f ∗E semistabil. Angenommen, E sei niht semistabil. Dann
existieren nah Denition 3.3.4 eine maximale parabolishe Untergruppe P
von GX0 und ein Shnitt σ : X → E/P , so dass deg(σ
∗TE/P ) < 0 ist.
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Weil f ∗E = E ⊗k k ist und, wie shon im Beweis des vorherigen Resultats
verwendet, alle Konstruktionen mit Basiswehsel verträglih sind, folgt mit [L1,
Proposition 7.3.7℄ für die maximale parabolishe Untergruppe PX = P ⊗k k
und den Shnitt σ ⊗k k : X0 → E ⊗k k/PX :
deg((σ ⊗k k)
∗Tf∗E/PX ) = deg((σ
∗TE/P )⊗k k) = deg(σ
∗TE/P ) < 0.
Damit ist auh f ∗E niht semistabil, was einen Widerspruh zu der Voraus-
setzung darstellt, dass f ∗E semistabil ist. Also ist E semistabil. 
3.3.11 Bemerkung.
Es sei angemerkt, dass die Umkehrung in den beiden vorangegangenen Resul-
taten im allgemeinen niht rihtig ist: Ist E semistabil, so ist im allgemeinen
f ∗E niht notwendigerweise ebenfalls semistabil.
Für Vektorbündel weiÿ man nah einem Resultat von Gieseker (siehe [Gie,
Lemma 1.1℄), dass die Umkehrung gilt, wenn der Morphismus f endlih und
separabel ist.
Für den Fall eines G-Torseurs unter einer zusammenhängenden reduktiven
algebraishen Gruppe G von endliher Präsentation über k gilt nah [BH, Lem-
ma 6.8℄ die Umkehrung, wenn ebenfalls f endlih und separabel ist, aber dies
nur für den Fall, dass G eine Darstellung of low height besitzt.
3.4 Der Grad eines Torseurs
Wir benötigen nun noh den Begri des Grades eines Torseurs:
3.4.1 Denition. (vgl. [HN, Denition 3.2℄)
Es sei X eine glatte und projektive Kurve vom Geshleht g über einem Körper
k, G eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe über k und E ein
G-Torseur auf X. Dann heiÿt der Homomorphismus
dE : Hom(G, k
∗)→ Z, χ 7−→ deg(Eχ)
der Grad von E.
Dabei ist Eχ = E ×Spec k Gm/G das durh den Charakter χ zu E assoziierte
Geradenbündel, wobei die Aktion von G auf E ×Spec k Gm durh
(e, f)g = (eg, χ(g−1)f)
für alle e ∈ E, f ∈ Gm und g ∈ G gegeben ist.
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3.4.2 Bemerkung.
Es sei weiterhin X eine glatte und projektive Kurve vom Geshleht g über
einem Körper k und G eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe
über k. Dann gilt:
(i) Der Grad dGX des trivialen Torseurs GX auf X ist der Nullhomomor-
phismus.
(ii) Ist E ein G-Torseur auf X und f : Y → X ein endliher Morphismus
glatter und projektiver Kurven über k, so gilt df∗E = [K(Y ) : K(X)]dE.
(iii) Ist E ein G-Torseur auf X und k ein algebraisher Abshluss von k, so
gilt dE⊗kk = dE.
Beweis
(i) Es sei χ ein beliebiger Charakter der Gruppe G. Dann erhält man als
das zu χ assoziierte Geradenbündel (GX)χ das folgende Geradenbündel:
(GX)χ = (G×Spec k X ×Spec k Gm)/ < (e, x, f)g = (eg, x, χ(g
−1)f) >
= X ×Spec k (G×Spec k Gm/ < (e, f)g = (eg, χ(g
−1)f) >),
wobei e, g ∈ G, x ∈ X und f ∈ Gm sind.
Also ist (GX)χ ein triviales Geradenbündel auf X und damit
dGX (χ) = deg((GX)χ) = 0.
Da der Charakter χ beliebig gewählt war, ist damit der Grad dGX des
trivialen Torseurs GX auf X der Nullhomomorphismus.
(ii) Dies folgt sofort aus der Tatsahe, dass die Konstruktion des zu einem
Charakter χ von G assoziierten Geradenbündels mit Basiswehsel ver-
tausht, und den Rehenregeln für das Verhalten des Grades eines Gera-
denbündels unter endlihem Pullbak.
(iii) Es gilt degkD = degk(D ⊗k k) für jeden Divisor D auf X nah [L1,
Proposition 7.3.7℄. Aufgrund der Denition des Grades eines Geraden-
bündels und der Tatsahe, dass alle zu betrahtenden Konstruktionen
mit Basiswehsel vertaushen, folgt daraus die Behauptung. 
Für uns wihtig ist der Begri des Grades eines Torseurs vor allem wegen
des folgenden Resultats von Holla und Narasimham:
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3.4.3 Satz. ([HN, Theorem 1.2℄)
Es seien G eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe und X ei-
ne glatte und projektive Kurve jeweils über einem algebraish abgeshlossenen
Körper k beliebiger Charakteristik. Dann ist die Menge der Isomorphieklassen
der semistabilen G-Torseure auf X mit xiertem Grad beshränkt.
Dabei heiÿe eine Menge S von G-Torseuren beshränkt, falls es ein Shema
S von endlihem Typ über k und eine Familie von G-Torseuren gibt, die durh
S parametrisiert wird, so dass jedes Element von S auf X isomorph zu dem
G-Torseur auf X ist, den man durh Einshränken der gegebenen Familie auf
einen geeigneten abgeshlossenen Punkt von S erhält.
Weil nah einem Theorem von Lang (vgl. [La, Theorem 1.3℄ bzw. [Sp℄)
H1(k,Gk) = 0 für eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe G
über einem endlihen Körper k gilt, wobei k ein algebraisher Abshluss von k
ist, und es damit keine nihttrivialen Formen gibt, folgt daraus mittels noether-
shem Desent:
3.4.4 Korollar.
Es seien G eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe und X ei-
ne glatte und projektive Kurve jeweils über einem endlihen Körper k. Dann
ist die Menge der Isomorphieklassen der semistabilen G-Torseure auf X mit
xiertem Grad beshränkt ist.
3.4.5 Korollar.
Es seien G eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe und X eine
glatte und projektive Kurve jeweils über einem endlihen Körper k. Dann gibt
es nur endlih viele Isomorphieklassen semistabiler G-Torseuren auf X mit
xiertem Grad.
Beweis Nah Korollar 3.4.4 ist die Menge S der Isomorphieklassen der se-
mistabilen G-Torseure auf X mit xiertem Grad beshränkt. Per Denition
gibt es also ein Shema S von endlihem Typ über k und eine Familie von G-
Torseuren auf X , die durh S parametrisiert wird, so dass jedes Element der
Menge der Isomorphieklassen der semistabilen G-Torseure auf X isomorph zu
dem G-Torseur auf X ist, den man durh Einshränken der gegebenen Familie
auf einen geeigneten abgeshlossenen Punkt von S erhält. Ist S an, so ist
S ein Untershema der anen Geraden über k und besitzt daher nur endlih
viele abgeshlossene Punkte, so dass die Behauptung folgt. Ist S niht an, so
wähle man eine endlihe ane Überdekung von S (eine solhe existiert, da S
quasikompakt ist) und folgere dann wie im anen Fall. 
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3.5 Zusammenhänge zwishen Semistabilität
und Trivialisierbarkeit
Ähnlih wie im von Lange und Stuhler in [LS℄ behandelten Fall der Vektor-
bündel ergeben sih auh im Fall von G-Torseuren Zusammenhänge zwishen
Semistabilität und Trivialisierbarkeit der Torseure. Dazu denieren wir:
3.5.1 Denition.
Es sei G eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe von endliher
Präsentation über einem vollkommenen Körper k der Charakteristik p > 0 und
X eine glatte und projektive Kurve über k. Dann heiÿt ein G-Torseur E auf X
streng semistabil, falls E semistabil ist und zudem für alle r ∈ N das Pullbak
(F r)∗E unter dem r-fahen Produkt des absoluten Frobenius F auf X ebenfalls
semistabil ist.
Diese Denition erlaubt es nun, das folgende Resultat zu zeigen, das ein
Analogon zu dem bekannten Resultat von Lange und Stuhler im Falle von
Vektorbündeln anstelle von Prinzipalbündeln darstellt (siehe [LS, Satz 1.9.℄):
3.5.2 Satz.
Es seien X eine glatte und projektive Kurve vom Geshleht g über einem end-
lihen Körper k und G eine zusammenhängende reduktive algebraishe Gruppe
von endliher Präsentation über k. Dann ist E, aufgefasst als G-Torseur für
die étale Topologie, genau dann trivialisierbar, wenn E streng semistabil vom
Grad Null ist.
Beweis Ist E durh eine endlihe Überlagerung f : Y → X trivialisierbar,
so ist auh für jedes r ∈ N das Pullbak (F r)∗E unter der r-ten Potenz des
absoluten Frobenius auf X durh f trivialisierbar. Nah Lemma 3.3.9 ist da-
mit (F r)∗E semistabil, da nah Korollar 3.3.7 der triviale Torseur GY auf Y
semistabil ist. Also ist E streng semistabil. Aus Bemerkung 3.4.2 ergibt sih
ferner, dass dE ≡ 0 ist.
Ist umgekehrt E streng semistabil vom Grad Null, so ist (F r)∗(E) semistabil
vom Grad Null für alle r ∈ N. Da nah Korollar 3.4.5 die Anzahl der Iso-
morphieklassen semistabiler G-Torseure E˜ auf X mit fest gewähltem Grad d eE
endlih ist, gibt es dann ein s ∈ N, so dass man Isomorphismen von G-Tor-
seuren (F r)∗(E) ∼= (F s)∗(E) für alle r ≥ s hat. Nah Korollar 3.2.6 ist also E
trivialisierbar. 
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3.6 Anwendung auf die Charakterisierung der
Kategorie BXo,D(G)
Es sei nun im folgenden wieder G stets ein zusammenhängendes reduktives
Gruppenshema von endliher Präsentation über o und k = Fp der Restklas-
senkörper von Zp.
Dann können wir nun das erste Hauptresultat dieser Arbeit zeigen:
3.6.1 Theorem
Es sei X ein glattes Modell über Zp einer glatten und projektiven Kurve X über
Qp von von Null vershiedenem Geshleht. Dann liegt ein G-Torseur P auf
X genau dann in der Kategorie BXo (G), wenn Pk streng semistabil vom Grad
Null auf der glatten und projektiven Kurve Xk über k ist. (Für die Tatsahe,
dass Xk eine glatte und projektive Kurve ist, siehe u. a. Korollar 1.2.5, [L1,
Lemma 4.3.7℄, [L1, Corollary 4.3.14℄.)
Beweis
(i) Liegt P in BXo (G), so existiert nah Theorem 3.1.1 eine Überdekung
(π : Y → X) ∈ SssX , so dass π
∗
kPk trivial ist. Da πk endlih ist, ist nah
Korollar 3.3.7 und Lemma 3.3.9 also Pk ein semistabiler G-Torseur auf
Xk. Wegen π ◦ FXk = FYk ◦ π folgt genauso, dass für alle r ∈ N auh
(F rXk)
∗Pk semistabil ist, so dass also Pk streng semistabil ist. Da der
Grad des trivialen Torseurs der Nullmorphismus ist und nah Bemerkung
3.4.2(ii) dpi∗kPk = [K(Yk) : K(Xk)]dPk gilt, ist zudem der Grad von Pk
ebenfalls der Nullmorphismus.
(ii) Sei nun umgekehrt Pk streng semistabil vom Grad Null. Da unter den
gegebenen Voraussetzungen jeder G-Torseur auh ein Torseur bezüglih
der étalen Topologie ist, können wir im folgenden P und Pk stets als
Torseure für die étale Topologie auassen.
Mittels noethershen Desents sieht man, dass die Familie (X,X, G, Pk)
zu einer Familie (XK ,XoK , G0, P0) über einer endlihen Erweiterung K
von Qp mit Restklassenkörper κ ∼= Fq, q = p
r, absteigt. Dabei ist XK
eine glatte und projektive Kurve über K, XoK ein glattes Modell von
XK über oK , G0 eine zusammenhängende reduktive Gruppe von endli-
her Präsentation über einer normalen, endlih erzeugten oK-Algebra A
und P0 ein étaler G-Torseur auf der speziellen Faser X0 von XoK . Dies
zeigt man genauso wie im Beweis von Theorem 3.1.1, bis auf die Ände-
rung, dass hier Pk als étaler G-Torseur aufgefasst wird, und man beahte,
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dass die Eigenshaft eines Morphismus, étale zu sein, nah [EGA IV,
Proposition 17.7.8℄ stabil (d. h. nah Übergang zu einer geeigneten Er-
weiterung) unter noethershem Desent ist, ebenso wie nah [EGA IV,
Corollaire 8.4.5℄ und [SGA 3, Exposé XIV, Remarque 2.9℄ die Eigenshaf-
ten zusammenhängend und reduktiv des gegebenen Gruppenshemas
G.
Man überlegt nun leiht, dass der abgestiegene G0-Torseur streng se-
mistabil vom Grad Null ist: Nah Lemma 3.3.10 ist Pk semistabil und
wegen (F rXk)
∗Pk = ((F
r
X0
)∗P0) ⊗k k folgt aus demselben Resultat, dass
auh (F rX0)
∗P0 für alle r ∈ N semistabil ist, so dass damit P0 streng
semistabil ist. Dass der Grad von P0 Null ist, folgt ferner aus 3.4.2(iii).
Also existiert nah Satz 3.5.2 ein endliher surjektiver Morphismus
ϕ : Y0 → X0, so dass ϕ
∗P0 trivial ist. Nah der Konstruktion des Mor-
phismus ϕ im Beweis von Satz 3.5.2 kann man dabei ϕ als die Kompo-
sition eines endlihen étalen Morphismus φ0 : Y0 → X0, wobei Y0 eine
glatte und projektive Kurve über κ ist, und der Frobenius-Potenz F s für
ein geeignetes s ≥ 0 wählen.
Ab dieser Stelle verläuft der weitere Beweis wortwörtlih wie der von
[DW1, Theorem 20℄, man ersetze lediglih Ek durh Pk und den Verweis
auf [DW1, Theorem 16℄ durh den auf Theorem 3.1.1. 
Für den allgemeinen Fall denieren wir ähnlih wie in [DW1℄:
3.6.2 Denition.
Es sei R ein Bewertungsring mit Quotientenkörper Q und Restklassenkörper
k. Man betrahte ein Modell X über R einer glatten und projektiven Kurve
X über Q und einen G-Torseur E auf X, wobei G ein zusammenhängendes
reduktives Grupppenshema von endliher Präsentation über R ist.
Dann sagt man, dass E streng semistabile Reduktion vom Grad Null habe,
falls das Pullbak von Ek zu der Normalisierung C˜ jeder irreduziblen Kom-
ponente C (versehen mit der reduzierten Struktur) von Xk streng semistabil
vom Grad Null ist. Man beahte dabei, dass jedes C˜ eine glatte und projektive
Kurve über k ist.
Auÿerdem benötigen wir die folgende Verallgemeinerung von [DW1, Theo-
rem 18℄:
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3.6.3 Satz.
Es sei G ein zusammenhängendes reduktives Gruppenshema von endliher
Präsentation über Fq, X ein rein eindimensionales eigentlihes Shema über
Fq und E ein G-Torseur auf X.
Dann sind äquivalent:
(i) Das Pullbak von E zu der Normalisierung jeder irreduziblen Komponen-
te von X ist streng semistabil vom Grad Null.
(ii) Es gibt einen endlihen surjektiven Morphismus ϕ : Y → X, wobei Y ein
rein eindimensionales eigentlihes Shema über Fq ist, so dass ϕ∗E ein
trivialer G-Torseur ist.
(iii) Genauso wie in (ii), aber mit ϕ als Komposition ϕ : Y
F s
−→ Y
pi
−→ X für
ein s ≥ 0, wobei π endlih, étale und surjektiv ist und F = Frq = Fr
r
p
der q = pr-lineare Frobenius auf Y ist.
Beweis
(iii)⇒(ii) Dies ist trivial.
(ii)⇒(i) Sei (ii) gegeben. Dann wird jede irreduzible Komponente C von X
endlih dominiert durh eine irreduzible Komponente D von Y . Es folgt,
dass das Pullbak von E zu C˜ durh den endlihen Morphismus D˜ → C˜
trivialisiert wird. Da man nah Lemma 3.3.9 Semistabilität nah Pullbak
entlang einer endlihen Überdekung prüfen kann und da der absolute
Frobenius funktoriell ist, folgt (i).
(i)⇒(iii) Nah Korollar 3.4.5 gibt es nur endlih viele Isomorphieklassen se-
mistabiler G-Torseure mit xiertem Grad jeweils auf den endlih vielen
einzelnen irreduziblen Komponenten von X . Als ersten Shritt folgern
wir daraus, dass es nur endlih viele Isomorphieklassen étaler G-Torseu-
re auf X gibt, deren Pullbaks zu den Normalisierungen der irreduziblen
Komponenten von X jeweils semistabil vom Grad Null sind.
Dazu nehmen wir zunähst an, dass X reduziert sei. Dann ist der Nor-
malisierungsmorphismus π : X˜ =
∐
C˜v → X ein endliher Morphismus,
wobeiX = ∪vCv die Zerlegung von X in seine irreduziblen Komponenten
sei.
Ferner ist der natürlihe Morphismus α : GX → π∗G eX injektiv: Der Nor-
malisierungsmorphismus π ist endlih und surjektiv und daher eine Über-
dekung für die h-Topologie auf X (vgl. [V, Denition 3.1.2℄), insbeson-
dere also ein universeller topologisher Epimorphismus. Da jedes Shema
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U , das étale über X ist, reduziert ist, ist also nah [V, Lemma 3.2.1℄ der
Morphismus πU : U ×X X˜ → U ein kategorieller Epimorphismus in der
Kategorie der Shemata, so dass die Abbildung
α(U) : Γ(U,GU)→ Γ(U ×X X˜, GU×X eX)
injektiv ist.
Da der Träger des Kokerns von α : GX → π∗G eX höhstens aus den
singulären Punkten von X besteht, ist dieser Kokern eine Wolkenkrat-
zergarbe von Mengen, also nah [L1, Exerise 2.2.9℄ von der Gestalt∏
x∈Xsing ix∗Sx. Wir behaupten nun, dass jede der Mengen Sx endlih
ist:
Dazu zeigen wir, dass wir die folgende exakte Sequenz von étalen Garben
auf X haben:
0→ GX → π∗G eX →
⊕
x∈Xsing
ix∗(
⊕
y | x
G(κ(y))/G(κ(x))).
Es sei i : x → X ein abgeshlossener Punkt. Dann hat man das kartesi-
she Diagramm
x×X X˜
eix
pix
X˜
pi
x
ix
X
und nah [Ta, Satz II.6.4.2℄ existiert ein kanonisher Basiswehselmor-
phismus
i∗xπ∗G eX
∼
−→ πx∗i˜x
∗
G eX ,
der ein Isomorphismus ist.
Daraus folgt
(π∗G eX)x = (πx∗i˜x
∗
G eX)x
und nah [M, Corollary II.3.5℄
(π∗G eX)x =
⊕
y | x
G eX,y.
Nah [M, Remark II.2.9(d)℄ ist fernerGX,x = G(κ(x)) undG eX,y = G(κ(y)).
Da sih der Halm von
⊕
x∈Xsing ix∗(
⊕
y | xG(κ(y))/G(κ(x))) im Punkt x
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zu
∏
ex |x(G(κ(x˜)/G(κ(x)) berehnet, ist also die Sequenz
0→ GX → π∗G eX →
⊕
x∈Xsing
ix∗(
⊕
y |x
G(κ(y))/G(κ(x)))
auf jedem Halm exakt und damit auh selbst exakt. Insbesondere folgt
damit Sx ⊂
∏
ex | x(G(κ(x˜))/G(κ(x))) für alle x ∈ X
sing
. Aus der Endlih-
keit von κ(x˜) und der Endlihkeit des Produkts folgt also, dass Sx für
alle x ∈ XSing endlih ist.
Wie im Fall der Vektorbündel folgt also aus [G, Corollaire III.3.2.4℄, dass
es nur endlih viele Isomorphieklassen von G-Torseuren auf X gibt, die
bestimmte vorgegebene Isomorphieklassen von G-Torseuren auf den Kur-
ven C˜v induzieren. Insbesondere gibt es also nur endlih viele Isomorphie-
klassen von G-Torseuren auf X , deren Pullbak zu den Normalisierungen
der irreduziblen Komponenten von X semistabil vom Grad Null ist.
Für den allgemeinen Fall, dass X niht notwendigerweise reduziert ist,
genügt es daher zu zeigen, dass die kanonishe Abbildung
ϕ : H1e´t(X,G) −→ H
1
e´t(Xred, G)
endlihe Fasern besitzt. Mittels Devissage sieht man, dass es zu zeigen
genügt, dass für jedes Ideal J ⊂ OX mit J
2 = 0 die Abbildung
i∗ : H1e´t(X,G) −→ H
1
e´t(X
′, G)
endlihe Fasern besitzt, wobei i : X ′ →֒ X das durh J denierte abge-
shlossene Untershema von X ist.
Ähnlih wie im Beweis von 3.1.1 hat man nah [G, Lemme VII.1.3.5℄ die
folgende exakte Sequenz von Garben auf Xe´t:
1 i∗(Lie(GX′/X
′)⊗OX J )
h
G
adj
i∗GX′ 1.
Man beahte dabei, dass i ein universeller Homöomorphismus ist, so
dass nah [M, Remark II.3.17℄ X˜ ′e´t ∼= X˜e´t gilt und man J kanonish
mit einem OX′-Modul identizieren kann. Desweiteren bezeihnet adj
die Komposition des Adjunktionsmorphismus GX → i∗i
∗GX mit dem
Morphismus i∗i
∗GX → i∗GX′ , der von dem kanonishen Morphismus
i∗GX → GX′ induziert wird. Der Morphismus h shlieÿlih wird durh
die Bijektion
i∗(Lie(GX′/X
′)⊗OX′ J )(S)
∼
−→ ker(GX → i∗GX′)(S), α→ eα
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induziert, wobei e der Einsshnitt von GX′ ist und S étale über X ist.
Aus dieser exakten Sequenz erhält man die exakte Kohomologiesequenz
H1e´t(X, i∗(Lie(GX′/X
′)⊗OX′ J ))
h
−→ H1e´t(X,GX)→ H
1
e´t(X, i∗GX′).
Nah [SGA 4, Corollaire VIII.5.6℄ ist nun R1i∗GX′ = 0, da i als abge-
shlossene Immersion insbesondere ganz ist.
Nah [G, Proposition V.3.1.3℄ ist damitH1e´t(X, i∗GX′) isomorph zuH
1
e´t(X
′, GX′),
so dass also die Sequenz
H1e´t(X, i∗(Lie(GX′/X
′)⊗OX′ J ))
h
−→ H1e´t(X,GX)
i∗
−→ H1e´t(X
′, GX′)
exakt ist.
Wie oben gilt nun nah [SGA 4, Corollaire VIII.5.6℄
R1i∗(Lie(GX′/X
′)⊗OX′ J ) = 0.
Nah [G, Proposition V.3.1.3℄ hat man somit einen Isomorphismus
H1e´t(X
′, Lie(GX′/X
′)⊗OX′ J )
j
∼ H
1
e´t(X, i∗(Lie(GX′/X
′)⊗OX′ J )),
so dass also die Sequenz
H1e´t(X
′, Lie(GX′/X
′)⊗OX′ J )
h◦j
−→ H1e´t(X,GX)
i∗
−→ H1e´t(X
′, GX′)
exakt ist.
Die kanonishe OX′-Modulstruktur von Lie(GX′/X
′) induziert ferner die
folgende kanonishe exakte Sequenz von Garben auf X ′e´t:
0 −→ ker(α) −→ J
α
−→ Lie(GX′/X
′)⊗OX′ J −→ 0,
wobei α der kanonishe Morphismus ist. Dies liefert eine Surjektion
H1e´t(X
′,J )
α H1e´t(X
′, Lie(GX′/X
′)⊗OX′ J ),
da X ′ höhstens eindimensional ist und nah [M, Proposition III.3.3℄
H2e´t(X
′,F ) ∼= H2(X ′,FZar)
für jede étale Garbe F auf X ′ gilt, wobei FZar die Einshränkung auf
die Zariski-Topologie ist. Damit erhält man die folgende niht-abelshe
Kohomologiesequenz:
H1e´t(X
′,J )
h◦j◦α
−−−→ H1e´t(X,GX)
i∗
−→ H1e´t(X
′, GX′).
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Da H1e´t(X
′,J ) ein endlih-dimensionaler Fq-Vektorraum und damit end-
lih ist, folgt daraus, dass ϕ endlihe Fasern besitzt.
Damit haben wir gesehen, dass es nur endlih viele Isomorphieklassen
von G-Torseuren auf X gibt, deren Pullbaks zu den Normalisierungen
der irreduziblen Komponenten von X semistabil vom Grad Null sind.
Es sei nun einG-Torseur E wie in (i) gegeben. Dann sind die Pullbaks zu
C˜v aller G-Torseure (F
n
X)
∗E auf X jeweils semistabil vom Grad Null. Da
es nur endlih viele Isomorphieklassen derartiger G-Torseure auf X gibt,
existiert ein s ≥ 0, so dass (F tX)
∗E ∼= (F sX)
∗E für alle t ≥ s gilt. Für den
G-Torseur E ′ := (F sX)
∗E gilt damit (F rX)
∗E ′ = E ′ für alle r = t− s ≥ 1.
Fassen wir nun E und E ′ als Torseure für die étale Topologie auf, so
existiert folglih nah Korollar 3.2.5 ein endliher, étaler und surjektiver
Morphismus π : Y → X , so dass
π∗E ′ = π∗(F sX)
∗E
ein trivialer G-Torseur auf Y ist. Es folgt daraus, dass
(π ◦ F sY )
∗E = (F sX ◦ π)
∗E = π∗(F sX)
∗E
ein trivialer étaler G-Torseur auf Y ist.
Weil ferner X ein rein eindimensionales eigentlihes Fq-Shema ist, so
dass damit auh Y ein rein eindimensionales eigentlihes Fq-Shema ist,
ist damit (iii) gezeigt. 
Als Verallgemeinerung von [DW1, Theorem 17℄ können wir damit zeigen:
3.6.4 Theorem
Es sei X ein Modell über Zp einer glatten und projektiven Kurve X über
Qp sowie G ein zusammenhängendes reduktives Gruppenshema von endliher
Präsentation über o.
Dann liegt ein G-Torseur P auf Xo genau dann in der Kategorie BXo ,D(G)
für einen gewissen Divisor D, wenn P streng semistabile Reduktion vom Grad
Null hat. Ist dies der Fall, so gibt es zwei Divisoren D und D˜ auf X mit
disjunktem Träger, so dass P sowohl in der Kategorie BXo ,D(G) als auh in
der Kategorie B
Xo , eD
(G) liegt.
Beweis Liegt der G-Torseur P auf Xo in der Kategorie BXo ,D(G) für einen
gewissen Divisor D auf X , so gibt es nah Theorem 3.1.1 eine Überdekung
π : Y → X aus SgoodX,D , so dass π
∗
kPk ein trivialer G-Torseur ist.
94
3.6 Anwendung auf die Charakterisierung der Kategorie BXo ,D(G)
Es sei Xk = ∪vCv die Zerlegung von Xk in seine irreduziblen Komponenten.
Da X irreduzibel ist (vgl. die Argumentation in 1.2), π(Y) nah [EGA II,
Proposition 6.1.10℄ abgeshlossen ist und den generishen Punkt von X erhält,
ist π surjektiv. Also wird jedes Cv durh eine irreduzible Komponente C˜v von
Yk endlih dominiert. Daraus folgt mit Korollar 3.3.7 und Lemma 3.3.9, dass
die Pullbaks von Pk zu allen C˜v jeweils streng semistabil vom Grad Null sind.
Es habe nun umgekehrt der G-Torseur P auf Xo streng semistabile Reduk-
tion vom Grad Null und er werde im folgenden stets als étaler G-Torseur auf-
gefasst. Dann sieht man ähnlih wie z.B. in den Beweisen der Theoreme 3.1.1
und 3.6.1 mittels noethershen Desents, dass es eine endlihe Erweiterung K
von Qp mit Ganzheitsring oK und Restklassenkörper κ ∼= Fq gibt, so dass die
Familie (X,X, Cv, G, Pk) zu einer Familie (XK ,XoK , Cv0, G0, P0) mit den ent-
sprehenden Eigenshaften absteigt. Insbesondere ist P0 ein étaler G0-Torseur
auf der speziellen Faser X0 = XoK ⊗κ, dessen Pullbaks zu den Normalisierun-
gen C˜v0 der irreduziblen Komponenten Cv0 von X0 streng semistabil vom Grad
Null sind. Nah Satz 3.6.3 erhält man dann einen endlihen étalen Morphismus
π˜0 : Y˜0 → X0, so dass für die Komposition ϕ˜0 : Y˜0
F s
−→ Y˜0
fpi0−→ X0 das Pullbak
ϕ˜0
∗P0 trivial ist. Man beahte dabei, dass man bei dieser Aussage s durh jede
beliebige gröÿere ganze Zahl s′ und dann F durh jede beliebige Potenz von
F ersetzen darf. Wie in [DW1℄ erlaubt [SGA 1, Exposé IX, Théorème 1.10℄ es,
den Morphismus π˜0 zu einem endlihen étalen Morphismus π˜oK : Y˜oK → X0
mit π˜0 als spezieller Faser zu liften. Ersetzt man nun K wie in [DW1℄ durh
eine geeignete endlihe Erweiterung K1 von K, so kann man π˜oK1 durh ein
Objekt πoK1 : YoK1 → XoK1 aus der Kategorie SXoK1 ,∅
dominieren, wobei man
wie in [DW1℄ annehmen darf, dass YoK1 niht nur semistabil, sondern auh
regulär ist. Shreibt man zur Vereinfahung der Notation wieder K statt K1,
P0 statt P1, oK statt oK1, κ statt κ1 et., so folgt, dass das Pullbak von P0
unter der Komposition ϕ : Y0
F s
−→ Y0
pi0−→ X0 ein trivialer G0-Torseur ist.
Ab hier überträgt sih der weitere Beweis in [DW1, Theorem 17℄ nun wort-
wörtlih, wobei man lediglih Eκ durh Pk, E durh P und E0 durh P0 sowie
den Verweis auf [DW1, Theorem 16℄ durh den auf Theorem 3.1.1 ersetze. 
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4 Prinzipalbündel auf XCp und
Paralleltransport
4.1 Potentiell streng semistabile Reduktion und
Paralleltransport
Es sei weiterhin X eine glatte und projektive Kurve über Qp, X ein Modell
von X über Zp und G ein zusammenhängendes reduktives Gruppenshema von
endliher Präsentation über o.
Um die Resultate der vorherigen Kapitel auf den Fall von Prinzipalbündeln
über XCp auszudehnen, benötigen wir die folgende Denition in Anlehnung an
die entsprehende Denition im Falle von Vektorbündeln (siehe [DW1, 0℄):
4.1.1 Denition.
Man sagt, dass ein G-Torseur E auf XCp streng semistabile Reduktion vom
Grad Null habe, wenn er die folgende Eigenshaft besitzt:
E lässt sih zu einem G-Torseur E˜ auf Xo für ein geeignetes Modell X
der Kurve X ausdehnen und das Pullbak der speziellen Faser E˜k dieses G-
Torseurs E˜ zu der Normalisierung jeder irreduziblen Komponente von Xk ist
streng semistabil vom Grad Null.
Ferner sagt man, dass E potentiell streng semistabile Reduktion vom Grad
Null besitze, wenn es einen endlihen étalen Morphismus α : Y → X von glat-
ten und projektiven Kurven über Qp gibt, so dass α∗CpE streng semistabile Re-
duktion vom Grad Null hat.
Es sei nun BsXCp (G) die Kategorie der G-Torseure auf XCp mit streng semi-
stabiler Reduktion vom Grad Null und BpsXCp (G) die Kategorie der G-Torseure
auf XCp mit potentiell streng semistabiler Reduktion vom Grad Null.
Dann können wir nun die beiden Hauptresultate dieser Arbeit zeigen:
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4.1.2 Theorem
Es gilt BsXCp (G) =
⋃
D BXCp ,D(G).
Jeder G-Torseur in BsXCp (G) liegt sowohl in BXCp ,D(G) als auh in
BXCp , eD(G) für geeignete Divisoren D und D˜ mit disjunkten Träger.
Ferner gibt es für jeden Torseur E ∈ BsXCp ,D(G) einen eindeutig bestimm-
ten stetigen Funktor ρE von Π1(X) nah P(G(Cp)) mit ρE(x) = Ex für alle
x ∈ X(Cp), so dass ρE verträglih mit den Funktoren ρE von Π1(X −D) nah
P(G(Cp)) ist, die für die Divisoren D mit E ∈ BXCp ,D(G) im zweiten Kapitel
konstruiert wurden.
Insgesamt erhält man so einen Funktor ρ : BsXCp (G) → RepΠ1(X)(G(Cp)),
der sih funktoriell bezüglih Morphismen von Kurven über Qp, Morphismen
von zusammenhängenden reduktiven Gruppenshemata von endliher Präsen-
tation über o und Qp-Automorphismen von Qp verhält und mittels der in 2.4.
dargestellten Funktoren verträglih mit den entsprehenden Funktoren im Vek-
torbündelfall ist.
Für jeden Punkt x0 ∈ X(Cp) ist der Faserfunktor in x0
BsXCp (G)→ P(G(Cp)), E 7→ Ex0, f 7→ fx0
ein treuer Funktor.
Beweis Ist E ∈ BXCp ,D(G) für einen Divisor D, so dehnt sih nah Denition
der Kategorie BXCp ,D(G) und nah Theorem 3.6.4 E zu einem G-Torseur E˜ auf
Xo für ein geeignetes Modell X von X aus, der streng semistabile Reduktion
vom Grad Null hat. Nah Denition ist daher E ∈ BsXCp (G).
Ist umgekehrt E ′ ∈ BsXCp (G), so folgt ebenfalls aus Theorem 3.6.4, dass
E ′ ∈ BXCp ,D(G) für einen geeigneten Divisor D ist und es genauer Divisoren
D und D˜ mit disjunktem Träger gibt, für die E sowohl in BXCp ,D(G) als auh
in BXCp , eD(G) liegt. Insgesamt folgt also B
s
XCp
(G) =
⋃
D BXCp ,D(G).
Ist E ein Torseur in BsXCp (G), so existiert für alle Divisoren D mit
E ∈ BXCp ,D(G), wie in 2.2 gezeigt, ein stetiger Funktor
ρE,D : BXCp ,D(G)→ RepΠ1(X−D)(G(Cp))
mit ρE(x) = Ex für alle x ∈ (X−D)(Cp). Nah Korollar 2.3.2 folgt dann, dass
es genau einen Funktor
ρE : Π1(X)→ P(G(Cp))
gibt, der auf Π1(X −D) jeweils die Funktoren ρE,D induziert.
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Es ist klar, dass durh die Zuordnung E 7→ ρE ein Funktor
ρ : BsXCp (G)→ RepΠ1(X)(G(Cp))
deniert wird.
Die Funktorialitätseigenshaften folgen direkt aus den Sätzen 2.4.7, 2.4.8,
2.4.9, 2.4.10 und 2.4.11.
Es sei nun x0 ein fest gewählter Cp-wertiger Punkt von X . Dann ist zu
zeigen, dass die Abbildung
HomBsXCp (G)
(E,E ′) −→ HomP(G(Cp))(Ex0 , E
′
x0)
für alle G-Torseure E und E ′ in BsXCp (G) injektiv ist.
Es seien also E und E ′ zwei beliebig gewählte G-Torseure in BsXCp (G) und
f, g : E −→ E ′ zwei Morphismen von G-Torseuren auf XCp, so dass fx0 = gx0
gilt.
Ist nun x ∈ X(Cp) ein beliebiger Cp-wertiger Punkt von X , so wähle man
einen Weg γ von x0 nah x. (Ein solher existiert nah der Denition von Π1(X)
(vgl. [SGA 1℄).) Dann existiert jeweils ein Paralleltransport ρE(γ) : Ex0 −→ Ex
bzw. ρE′(γ) : E
′
x0
−→ E ′x, so dass man aufgrund der Funktorialität der Kon-
struktion des Paralleltransports ein kommutatives Diagramm
Ex0
ρE(γ)
Ex
E ′x0
ρE′(γ) E ′x
sowohl dann erhält, wenn man als die senkrehten Pfeile fx0 und fx wählt,
als auh, wenn man gx0 und gx wählt. Aufgrund der Kommutativität des Dia-
gramms und der Tatahe, dass alle horizontalen Abbildungen Isomorphismen
sind, folgt dann, dass fx = gx gilt. Da x ∈ X(Cp) beliebig gewählt war, ist also
fx = gx für alle Cp-wertigen Punkte x von X und also insbesondere für alle
Cp-wertigen Punkte von E. Damit stimmen auh die von f bzw. g induzierten
Abbildungen f˜ , g˜ : E(Cp) −→ E ′(Cp) überein. Weil GXCp eine zusammenhän-
gende reduktive algebraishe Gruppe von endliher Präsentation über XCp ist,
sind E und E ′ an, glatt, reduktiv und von endliher Präsentation über XCp
(dies folgt jeweils mit fpq-Desent wie in Lemma 2.1.1) und damit auh nah
[EGA II, Proposition 5.3.4℄ projektiv über Cp. Daher kommen E und E ′ nah
[EH, S. 50℄ von Varietäten E bzw. E ′ über Cp im Sinne der klassishen alge-
braishen Geometrie à la Weil. Da ein Morphismus E → E ′ eindeutig durh
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den Morphismus E(Cp) → E ′(Cp) bestimmt ist, stimmen daher f und g auf
der Menge der abgeshlossenen Punkte von E überein, die nah [Ha, Exerise
II.3.14℄ eine oene dihte Teilmenge von E ist. Nah [EGA I, Lemma 7.2.2.1℄
stimmen also f und g auf ganz E überein, so dass damit insgesamt der Faser-
funktor in x0 ein treuer Funktor ist. 
Damit können wir nun das in der Einleitung genannte Theorem beweisen,
wofür wir zunähst noh an [DW1, Proposition 31℄ erinnern, die im Beweis
verwendet wird:
4.1.3 Satz. ([DW1, Proposition 31℄)
Es sei α : Y → X eine Galoisüberlagerung von Varietäten über Qp. Dann fak-
torisiert ein stetiger Funktor W : Π1(Y )→ C in eine topologishe Kategorie C
genau dann in W = V ◦ α∗ für einen stetigen Funktor V : Π1(X) → C, wenn
W ◦σ∗ = W für jedes σ ∈ Gal(Y/X) gilt. Ist α nur endlih und étale und niht
notwendeigerweise galoissh, so bestimmt die Relation W = V ◦ α∗ bereits V
in eindeutiger Weise.
4.1.4 Theorem
Es sei E ein G-Torseur in BpsXCp (G), also ein G-Torseur auf XCp mit potentiell
streng semistabiler Reduktion vom Grad Null.
Dann gibt es funktorielle Isomorphismen von Paralleltransport entlang éta-
ler Wege der Fasern von ECp auf XCp. Insbesondere gibt es für jeden Torseur
E ∈ BsXCp ,D(G) einen eindeutig bestimmten stetigen Funktor ρE von Π1(X)
nah P(G(Cp)) mit ρE(x) = Ex für alle x ∈ X(Cp), so dass ρE verträglih
mit den oben denierten Funktoren ρα∗E von Π1(Y ) nah P(G(Cp)) ist, falls
α∗E ∈ BsYCp für einen endlihen étalen Morphismus α : Y → X von glatten
und projektiven Kurven über Qp gilt.
Insgesamt erhält man so einen Funktor ρ : BpsXCp (G) → RepΠ1(X)(G(Cp)),
der sih funktoriell bezüglih Morphismen von glatten und projektiven Kurven
über Qp, Morphismen von zusammenhängenden reduktiven Gruppenshemata
von endliher Präsentation über o und Qp-Automorphismen von Qp verhält und
mittels der in 2.4. dargestellten Funktoren verträglih mit den entsprehenden
Funktoren im Vektorbündelfall ist.
Für jeden Punkt x0 ∈ X(Cp) ist der Faserfunktor in x0
BpsXCp → P(G(Cp)), E 7→ Ex0 , f 7→ fx0
ein treuer Funktor.
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Beweis Es sei E ein G-Torseur auf XCp mit potentiell streng semistabiler
Reduktion vom Grad Null. Dann existiert ein endliher étaler Morphismus
α : Y → X von glatten, projektiven Kurven über Qp, so dass E ∈ BsYCp ist.
Ohne Beshränkung der Allgemeinheit darf man annehmen, dass α galoissh
ist. Nah Theorem 4.1.2 gilt somit
ρα∗E ◦ σ∗ = ρσ∗(α∗E) = ρα∗E
für alle σ ∈ Gal(Y/X). Nah Satz 4.1.3 existiert daher ein eindeutig bestimm-
ter stetiger Funktor
ρ(E) = ρE : Π1(X) −→ P(G(Cp)),
so dass ρα∗E = ρE ◦ α∗ gilt. Insbesondere gilt ρE(x) = Ex für alle x ∈ X(Cp).
Für einen étalen Weg γ von x1 nah x2 in X hat man ferner den Morphismus
ρE(γ) = ρα∗E(γ
′) : Ex1 = (α
∗E)y1 −→ (α
∗E)y2 = Ex2 .
Dabei liegt y1 ∈ Y (Cp) über x1 und γ′ ist der eindeutig bestimmmte Weg
in Y von y1 zu dem Punkt y2 über x2, für den α∗γ
′ = γ gilt. Für einen
Morphismus f : E → E ′ von G-Torseuren in BpsXCp (G) ist der Morphismus
ρ(f) = ρf : ρE → ρE′ durh die Familie der Abbildungen fx : Ex → E
′
x für alle
x ∈ X(Cp) deniert.
Wir behaupten nun, dass diese Konstruktion einen wohldenierten Funktor
ρ : BpsXCp (G) −→ RepΠ1(X)(G(Cp))
deniert, der die vorher denierten Funktoren ρ auf BsXCp (G) ausdehnt. Dazu
zeigen wir als erstes, dass die Denition von ρE unabhängig von der Wahl von
α ist.
Sind also α1 : Y1 → X und α2 : Y2 → X zwei endlihe étale Galoisüberlage-
rungen von glatten und projektiven Kurven über Qp, so existiert eine dritte
α3 : Y3 → X , die α1 und α2 dominiert, d. h. es gibt Morphismen πi : Y3 → Yi für
i = 1, 2, so dass jeweils α3 = αi ◦ πi gilt. Angenommen, es sei α
∗
iE ∈ B
s
YCp
(G)
für i = 1, 2. Nah der obigen Konstruktion gibt es dann für i = 1, 2 Funktoren
ρi : Π1(X) → P(G(Cp)), so dass jeweils ρα∗iE = ρi ◦ αi∗ gilt. Es ist nun zu
zeigen, dass ρ1 = ρ2 gilt. Nah Theorem 4.1.2 gilt
ρα∗3E = ρpi∗i (α∗E) = ρα∗iE ◦ πi∗ = ρi ◦ αi∗ ◦ πi∗ = ρi ◦ α3∗
für i = 1, 2. Die Eindeutigkeitsaussage in Satz 4.1.3 impliziert dann ρ1 = ρ2.
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Als nähstes wird gezeigt, dass für jeden Morphismus f : E −→ E ′ in
BpsXCp (G) die Familie von Abbildungen fx : Ex −→ E
′
x einen Morphismus in
RepΠ1(X)(G(Cp)) deniert. Ohne Beshränkung der Allgemeinheit sei ange-
nommen, dass sowohl α∗E als auh α∗E ′ in BsYCp (G) liegen. Dann deniert
ρα∗f , d. h. die Familie der Abbildungen (α
∗f)y : (α
∗E)y −→ (α
∗E ′)y, einen
Morphismus in RepΠ1(Y )(G(Cp)). Nah Denition von ρE(γ) für einen étalen
Weg in X kommutiert dann das Diagramm
Ex1
fx1
ρE(γ)
E ′x1
ρE′(γ)
Ex2
fx2 E ′x2
für jeden étalen Weg γ in X , so dass also die Familie (fx)x∈X(Cp) einen Mor-
phismus in RepΠ1(X)(G(Cp)) deniert.
Also ist ρ wohldeniert und nah Konstruktion ist klar, dass ρ ein Funktor
ist und den auf BsXCp (G) gegebenen Funktor fortsetzt.
Für den Beweis der behaupteten Funktorialitäten betrahte man stellvertre-
tend für den der übrigen den der Tatsahe, dass ρ verträglih mit Morphismen
X → X ′ von glatten und projektiven Kurven über Qp ist:
Es sei also f : X → X ′ ein Morphismus glatter und projektiver Kurven über
Qp. Dann ist auf Ebene der Objekte zu zeigen, dass ρf∗E = ρE ◦ f∗ für alle
E ∈ BpsX′
Cp
(G) gilt.
Ist also E ∈ BpsX′
Cp
(G), so existiert per Deniton eine endlihe étale Ga-
loisüberlagerung α′ : Y ′ → X ′, so dass α′∗E ∈ BsY ′
Cp
(G) gilt. Ist Y die Nor-
malisierung einer irreduziblen Komponente von f−1(Y ′), so kommutiert das
Diagramm
Y
α
f−1(Y ′) = X ×X′ Y ′ Y ′
α′
X
f
X ′,
wobei α : Y → X der kanonishe Morphismus ist, den man aus der Wahl von
Y erhält.
Bezeihnet g : Y → Y ′ die obere horizontale Abbildung des Diagramms, so
liegt dann α∗f ∗E = g∗α′∗E in BsYCp (G). Nah Theorem 4.1.2 und der Denition
von ρE gilt ferner
ρα∗f∗E = ρg∗α′∗E = ρα′∗E ◦ g∗ = ρE ◦ α
′
∗ ◦ g∗ = ρE ◦ f∗ ◦ α∗.
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4.2 Oene Fragen
Andererseits ist α : Y → X eine endlihe étale Galoisüberlagerung, so dass
f ∗E in BpsXCp (G) liegt. Also ist per Denition ρf∗E der eindeutig bestimmte
Funktor mit ρα∗f∗E = ρf∗E ◦ α∗. Damit folgt ρE ◦ f∗ = ρf∗E . Es ist auÿerdem
klar, dass das Diagramm
BpsX′
Cp
(G) ρ
f∗
RepΠ1(X′)(G(Cp))
A(f)
BpsXCp (G)
ρ
RepΠ1(X)(G(Cp))
auf dem Niveau der Morphismen kommutiert.
Dass die Konstruktion des Funktors ρE mit Morphismen G → G
′
zusam-
menhängender reduktiver Gruppenshemata von endliher Präsentation über
o sowie mit Galoiskonjugation durh Qp-Automorphismen von Qp verträglih
ist sowie ähnlih wie im Fall der Kategorien BXo ,D(G) bzw. BXCp ,D(G) oder
BsXCp (G)mit den entsprehenden Funktoren für den Fall der Vektorbündel (sie-
he [DW1℄) kompatibel ist, folgt in analoger Weise ebenfalls aus den bekannten
Funktorialitäts- und Verträglihkeitsaussagen für ρα∗E und der Eindeutigkeits-
aussage in Satz 4.1.3.
Dass der Faserfunktor
BpsXCp (G)→ P(G(Cp))
ein treuer Funktor ist, zeigt man genauso wie in Theorem 4.1.2. 
4.2 Oene Fragen
• Wie groÿ ist die Kategorie BpsXCp (G)? Liegt insbesondere jeder semistabile
G-Torseur vom Grad Null aufXCp in dieser Kategorie? Die analoge Frage
im Fall der Vektorbündel, d. h. ob jedes semistabile Vektorbündel vom
Grad Null auf XCp in B
ps
XCp
liegt, ist bislang nur für Kurven X vom
Geshleht g = 0 oder g = 1 positiv beantwortet worden, für Kurven X
von Geshleht g ≥ 2 aber auh dort weiterhin unbeantwortet.
• Was ist das essentielle Bild des Funktors ρ : BpsXCp (G)→ RepΠ1(X)(G(Cp))?
Auh dies ist ebenfalls eine oene Frage im Fall der Vektorbündel.
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• Ist der Faserfunktor in einem fest gewählten Punkt x0 ∈ X(Cp),
BpsXCp (G)→ P(G(Cp)),
niht nur treu, sondern sogar auh volltreu?
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